ДОДАТОК 1
Короткі відомості зі шкільного курсу математики
1. Основні тригонометричні функції
Наведемо одиничне коло радіуса R = 1 у прямокутній декартовій системі координат Оху (див. рис. 1.1). Обертання променя ОА проти годинникової стрілки прийнято вважати додатним, а кутом повороту вважають кут α між додатним напрямком осі Ох і променем ОА. Вимірюють кут у радіанах, повне обернення променя дорівнює куту α = 2π радіан, що відповідає також куту 360 0. Звідси можна знайти кількість градусів, що припадають на один радіан:
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Сформулюємо визначення.

Синусом кута α у прямокутному трикутнику ОхА називають відно-шення протилежного (щодо кута α), катета (у) до гіпотенузи (R) або в координатах – відношення ординати точки A до довжини вектора 
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Із графіка (рис. 1.2) функції синуса можна помітити, що при малих значеннях кута (α) функція синуса лінійно залежить від свого аргументу 
і приблизно дорівнює самому куту: sin α ( α, що широко використовується для практичних розрахунків, наприклад при оцінюванні дальності при стрільбі по наземній цілі. Так, якщо висота ( y) танка відома, наприклад ( y = 1,5 м), то вимірявши кут (α), під яким видний цей танк, легко знаходиться відстань (R) до танка:      
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Косинусом кута α у прямокутному трикутнику ОхА називають відношення протилежного (щодо кута α) катета (х) до гіпотенузи (R) або 
в координатах – відношення абсциси точки A до довжини вектора 
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Використовуючи теорему Піфагора, можна показати, що завжди правдива рівність:                     sin2α + cos2α = 1.

Тангенсом кута α у прямокутному трикутнику ОхА називають відно-шення протилежного (щодо кута α) катета (у) до прилежного катета (х) або в координатах – відношення ординати точки А до абсциси цієї точки: 
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Функція tg α є ключовою у розв’язанні багатьох прикладних і теоретичних питань. Так, якщо змістом координати (x) точки A є час роботи, наприклад 12 місяців, а координати ( y) – величина прибутку за цей період, то tg α, як відношення цих величин, дорівнюватиме середньому прибутку на місяць за цей період. Якщо ж змістом координати (x) є час руху автомобіля, наприклад 2 години, а координати ( y) – довжина пройденого шляху за цей час, то tg α, як відношення цих величин, дорівнюватиме середній швидкості руху автомобіля. Фізичний зміст функції tg α, як швидкості зміни функції y = f (x), є ключовим, як у ряді прикладних задач, так 
і в розділах лінійної алгебри (рівняння прямої лінії на площині) і математичного аналізу (поняття похідної, інтеграла).

Котангенсом кута α у прямокутному трикутнику ОхА називають відношення прилежного (щодо кута α) катета (х) до катета (у), що є протилежним, або в координатах – відношення абсциси точки А 
до ординати цієї точки:              
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Знаки значень тригонометричних функцій визначаються з урахуванням знаків координат точки А у кожній чверті (квадранті) кола і подані в табл. 1.1.
	Таблиця 1.1

	Знаки значень тригонометричних функцій

	Функції
	Чверті кола

	
	I
	II
	III
	IV

	sin α
	+
	+
	–
	–

	cos α
	+
	–
	–
	+

	tg α
	+
	–
	+
	–

	ctg α
	+
	–
	+
	–


2. Лінійне алгебраїчне рівняння 
і правила його перетворення
Під час моделювання економічних процесів доводиться зіштовхува-тися з необхідністю запису і перетворення алгебраїчних рівнянь, що пов’язують параметри умов економічних процесів. Розглянемо основні поняття з цієї галузі.

У алгебрі розглядаються два види рівності: тотожності та рівняння.

Тотожність – це рівність, яка виконується при усіх (допустимих) значеннях літер, що входять до неї. Для запису тотожності використовується знак = (дорівнює) або ≡ (тотожно дорівнює).
Рівняння – це рівність, яка виконується лише при деяких значеннях літер, що входять до неї. 

Літери, що входять у рівняння, прийнято поділяти на коефіцієнти, значення яких можуть бути відомі (їх позначають першими літерами латинського алфавіту – a, b, c… або a1, a2…, b1, b2…), і змінні, значення яких потрібно знайти (їх позначають останніми літерами латинського алфавіту – x, y, z… або x1, x2…, y1, y2…).

У загальному вигляді рівняння з n невідомими величинами x1, x2, … xn символічно може бути записане так:

F (x1, x2, … xn) = 0,

де F – деяка функція зазначених аргументів.

Залежно від числа невідомих рівняння називають рівнянням з одним, двома, трьома… невідомими.

Розв’язаннями рівняння називають значення невідомих величин, які перетворюють рівняння в тотожність.

Алгебраїчним рівнянням називається рівняння вигляду: 

Pn = 0,

де Pn – багаточлен n-го ступеня від однієї або декількох змінних. 

Так, якщо невідома змінна в рівнянні одна, то рівняння має вигляд:

a0 xn + a1 xn – 1 + a2 xn – 2 + …+ an –1 x1+ an =  0.

Залежно від ступеня, у якому невідомі величини входять у рівняння, розрізняють рівняння першого ступеня (лінійні), другого ступеня (квадратичні), третього ступеня (кубічні) і так далі. Число n називається ступенем рівняння. 

Коренями (розв’язаннями) алгебраїчного рівняння називаються значення невідомого x, що обертають алгебраїчне рівняння в тотожність.

Послідовність (пріоритетність) арифметичних дій в одній частині рівняння: спочатку виконуються дії в дужках, потім множення і ділення 
(у будь-якій зручній послідовності), потім додавання і віднімання (у будь-якій зручній послідовності). 

Складати, віднімати (одержувати кінцевий результат) можна тільки однотипні об’єкти (які мають однакову розмірність), а саме: безрозмірні числа (число з числом, наприклад 2 + 3 = 5), змінні (2x + 3x = 5x, 
але 2x + 3 ( 5x), однакові коефіцієнти (2а + 3а = 5а).

Правила припустимих перетворень 
алгебраїчних рівнянь

Розглядаючи правила припустимих перетворень алгебраїчних рівнянь, таке рівняння можна умовно ототожнити з відомими в побуті двочашечними вагами, що знаходяться в рівновазі, тобто в стані, коли вага предметів на лівій чашці дорівнює вазі предметів, що знаходяться на правій чашці вагів (див. рис. 1.3 a). Для збереження рівноваги будь-які операції мають бути однаково виконані з лівою і правою чашами вагів одночасно – додати вагу (див. рис. 1.3 b, c), забрати… Аналогічно 
в рівнянні для збереження рівності будь-які операції повинні бути одна-ково виконані з лівою і правою частиною рівняння одночасно (додати величину, відняти, помножити…).
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Так, рівність у рівнянні не порушиться, якщо одночасно виконувати однакові перетворення лівої і правої частини рівняння:

1) якщо до лівої і правої його частини додати ту саму величину 
(наприклад, те саме число); 

2) якщо від лівої і правої його частини відняти ту саму величину 
(наприклад, те саме число); 

3) якщо ліву і праву його частини розділити на ту саму величину, яка не дорівнює нулю, (наприклад, те саме число);

4) якщо ліву і праву його частини помножити на ту саму величину 
(наприклад, те саме число);
5) якщо є дві рівності, то ці рівності можна складати – ліву частину першої рівності з лівою частиною другої і одночасно праву частину першої рівності з правою частиною другої. Це ж правило правдиве і щодо дій віднімання, ділення і множення. 

Для ілюстрації правил перетворення рівнянь розглянемо приклад лінійного алгебраїчного рівняння з одним невідомим x:

2 ∙ (x + 2)  = 19 – x ∙ 3.

При відшуканні кореня рівняння необхідно розв’язати рівняння щодо невідомої змінної x. Тобто необхідно локалізувати (подати) змінну 
x – в одній частині рівняння (у лівій або в правій), а усі відомі коефіцієнти локалізувати – в другій частині рівняння. 

У даному випадку на першому кроці перетворень потрібно розкрити дужки в лівій частині рівняння. 
При множенні вмісту дужок на деяку величину кожний доданок, який є усередині дужок, множиться на цю величину:

2 ∙ (x + 2) = 19 – x ∙ 3; ( 2 ∙ x + 2 ∙ 2 = 19 – x ∙ 3    або    2 ∙ x + 4 = 19 – x ∙ 3.

Для локалізації шуканої змінної, наприклад у лівій частині рівняння, скористаємося відзначеними правилами еквівалентних перетворень рівнянь. 
Будемо намагатися локалізувати змінну x у лівій частині рівняння. 
У даному випадку в лівій частині поки знаходиться “заважаючий” розв’язанню рівняння коефіцієнт (+ 4). Для його видалення з лівої частини додамо до лівої і правої частин рівняння значення цього коефіцієнта, але з протилежним знаком. Рівність не зміниться, але в лівій частині залишиться тільки перший доданок, тому що вираз (+ 4 – 4) = 0, і далі цей вираз в лівій частині можна не відображати. Одночасно в правій частині можна знайти суму коефіцієнтів і записати цю суму одним доданком (19 – 4 = 15):

2 ∙ x + 4 – 4 = 19 – x ∙ 3 – 4,   (   2 ∙ x = 19 – x ∙ 3 – 4,  (  2 ∙ x = 15 – x ∙ 3.

Далі, для видалення доданку (x ∙ 3), тепер уже з правої частини рівності, додамо до лівої і правої частин рівняння значення цього доданку зі знаком, протилежним тому, що є в цьому доданку:
2 ∙ x + x ∙ 3 = 15 – x ∙ 3 + x ∙ 3.

Тому що (– x ∙ 3 + x ∙ 3 = 0), то в правій частині цей доданок далі можна не писати, одержимо:              


2 ∙ x + x ∙ 3 = 15 .

Тепер змінна виявилася локалізованою в лівій частині рівності, проте вона входить у два доданки. Як один із варіантів, винесемо цю змінну 
за дужки  як спільний множник. При винесенні спільного множника за дужки кожний доданок у дужках ділиться на цей спільний множник. 
З урахуванням наступного додавання чисел у дужках одержимо:
x ∙ (2 + 3) = 15 ,
(
x ∙ 5 = 15 .

Тепер у лівій частині “заважаючим” виявився коефіцієнт 5, на який множиться змінна x. Тому скористаємося протилежною дією – діленням лівої і правої частини рівності на цей “заважаючий” коефіцієнт 5, одержимо:
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Або, після скорочення дробів, знаходимо корінь початкового рівняння:

x = 3 .

Підставивши знайдене значення у початкове рівняння, знаходимо, що це рівняння обертається на тотожність:
2 ∙ (x + 2) = 19 – x ∙ 3, 
2 ∙ (3 + 2) = 19 – 3 ∙ 3,
2 ∙ 5 = 19 – 9,

10 = 10.

Виходить, знайдене розв’язання є коренем початкового рівняння.
Задача. Для забезпечення потреб фірми у миючих засобах необхідно закупити туалетного мила на суму 4000 грн. 

На оптовому ринку номенклатура цього товару включає чотири типи упаковок туалетного мила приблизно однакової якості (див. табл. 1.2). 

Потрібно вибрати економічно найбільше вигідний варіант (ціна, число упаковок = ?).
Розв’язання. Потрібно привести ціну товару до єдиного масштабу, тобто використовувати поняття “числова вісь”, що дозволить порівнювати товар. Для цього потрібно знайти ціну за 1 кг мила кожного найменування. 

	Таблиця 1.2

	Умови задачі

	Відома частина задачі
	Шукана частина задачі

	№
	Назва
	Склад упаковки, шматочків мила
	Вага 1 шматоч-ка, г.
	Ціна упа-ковки, грн (Ц 1 уп)
	Загальна вага упаковки, кг
	Ціна за 1 кг, грн (Ц 1 кг)
	Кількість упаковок на 4000 грн

	1
	Duru
	5
	75
	5,34
	0,375
	14,24
	280,90

	2
	Gala
	3
	115
	4,1
	0,345
	11,88
	336,59

	3
	Family
	2
	150
	4,5
	0,300
	15,00
	266,67

	4
	Fax
	1
	250
	5,75
	0,250
	23,00
	173,91


На першому кроці знайдемо вагу кожної упаковки мила, помноживши вагу одного шматочка на число шматочків в упаковці. Отриманий результат занесемо в шосту колонку таблиці.

На другому кроці для розрахунку ціни за один кілограм мила складаємо рівняння, за яким встановлюють ціну однієї упаковки, знаючи ціну одного кілограма мила, що ми (покупці) поки не знаємо і маємо виявити для правильного розв’язання. Одержимо: 
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Отже, кінцева розрахункова формула виявляється достатньо простою:
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що дозволяє вибрати найбільш дешеве мило серед рівноцінних.

ДОДАТОК 2

Показова і логарифмічна функції

При моделюванні економічних процесів використовуються показова і логарифмічна функції. Знайдемо їх властивості, попередньо пригадавши властивості піднесення довільного дійсного числа a до степеня n, уважаючи n числом цілим і додатним:
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Із даних властивостей випливають основні правила піднесення до степеня:

[image: image17.wmf]m

n

m

n

m

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

+

=

×

×

×

×

×

×

×

×

×

=

4

4

3

4

4

2

1

K

4

4

3

4

4

2

1

K

; 
[image: image18.wmf]1

2

3

2

3

a

a

a

a

a

a

a

a

a

=

=

×

×

×

=

-

;

[image: image19.wmf]n

m

n

m

a

a

a

+

=

×

; 
[image: image20.wmf]n

m

n

m

a

a

a

-

=

; 
[image: image21.wmf](

)

n

n

n

b

a

b

a

×

=

×

. 


[image: image22.wmf](

)

6

3

2

2

2

2

2

2

2

3

2

a

a

a

a

a

a

a

=

=

=

×

×

=

×

+

+

; ( 
[image: image23.wmf](

)

n

m

n

m

a

a

×

=

.

Показовою функцією називається функція, в якій аргумент (x) знаходиться в показнику степеня, тобто: 
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[image: image25.wmf]y

x

y

x

a

a

a

+

=

×

; 
[image: image26.wmf]y

x

y

x

a

a

a

-

=

; 
[image: image27.wmf](

)

y

x

y

x

a

a

×

=

; 
[image: image28.wmf](

)

y

x

x

b

a

b

a

×

=

×

.

Поставимо запитання: до якого степеня варто піднести основу – число 2, щоб одержати число 8? Очевидно, степень такої основи дорівнюватиме 3 (трьом): 23 = 8. Загальний випадок відшукання результату (b) піднесення числа a до якого степеня x (ax = b) може бути достатньо громіздким, особливо якщо x є дробовим числом, наприклад x = 1,12. Для полегшення розрахунків використовують поняття логарифм.

Логарифмом числа b на основі a називається показник степеня x, 
до якого потрібно піднести основу a, щоб одержати число b:
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Приклади. 
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Логарифмуванням називається процес переходу від показового запису рівності до логарифмічної:
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Потенціюванням називається зворотний перехід:
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Обидві відзначені форми запису рівності є еквівалентними. 

Логарифмічна функція має властивості, що дозволяють звести множення до додавання, ділення – до віднімання, зведення до степеня – до множення: 
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Серед логарифмічних функцій найбільш часто використовуються такі, в основі яких лежить число 10 або число e:
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У правдивості відзначених властивостей логарифмічної функції можна переконатися з таких покрокових перетворень.

Логарифм добутку двох величин дорівнює сумі їх логарифмів:
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Логарифм степеня величини дорівнює добутку показника степеня на логарифм цієї величини:
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Вираз для перерахування логарифма величини b від однієї основи, наприклад основи a, до іншої основи, наприклад c, можна одержати таким способом:
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ДОДАТОК 3

Виведення основних формул комбінаторики
Приклад. Студенти групи складають у сесію іспити із чотирьох курсів, які умовно позначимо літерами: a, b, c, d. Скількома способами можна встановити послідовність складання іспитів у розкладі? Для відповіді на це запитання розглянемо поняття “перестановки”.

Перестановками з n елементів називаються різні сукупності всіх цих елементів по n елементів у кожній, що відрізняються одна від одної тільки послідовністю розташування елементів у сукупності.

Знайдемо кількість таких перестановок, яку позначимо Рn. 

Для цього спочатку припустимо, що множина елементів включає усього чотири елементи: a, b, c, d. Для наочності виведення формули припустимо також, що кожний із названих елементів – це кутова кімната в будинку з чотирьох кімнат, де кожна кімната має вхід із вулиці і поєднана (див. рис. 3.1) коридором із кожною іншою кімнатою. Тоді задача визначення кількості (Р4) перестановок перетворюється в задачу визначення числа різних варіантів одноразового проходу через усі чотири кімнати будинку. Цю задачу можна сформулювати так. 

Відвідувач має пройти через усі чотири кімнати, відвідавши кожну тільки один раз. Скількома способами це можна зробити?

Початкове число різних варіантів проходу через усі кімнати будинку дорівнює числу різних входів у будинок і дорівнює числу кімнат у будинку, тобто початковому числу елементів (4). 

Із кожної кімнати, наприклад із кімнати а, далі можна йти деяким із трьох коридорів. Значить кожний варіант входу в будинок має три різних варіанти прямування. Тому загальне число варіантів стає вже рівним добутку кількості варіантів входу в будинок на число варіантів прямування при кожному вході в будинок, тобто (4 ∙ 3).

Припустимо, що вибраний коридор проходу з кімнати а в кімнату b, 
і ми опинилися в цій кімнаті b. Тоді з кімнати b далі ведуть тільки два коридори в кімнати d і с, де ми ще не були. Отже, кожний з отриманих раніше варіантів має по два продовження і загальне число варіантів прямування дорівнюватиме (4 ∙ 3 ∙ 2).
Припустимо, що з кімнати b обраний шлях у кімнату d і ми виявилися в цій кімнаті d. Тоді залишається тільки одна кімната с, де ми ще не були. Тому кожний із знайдених раніше варіантів проходу має єдине продовження (закінчення) – прохід у кімнату, де ми ще не були. Тоді загальне число варіантів проходу через усі кімнати будинку виявиться рівним:
Р4 = 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1.

Читач далі може сам знайти число варіантів проходу через усі кімнати будинку, коли кількість таких кімнат дорівнює п’яти (див. рис. 3.2), 
а ми зупинимося на загальній закономірності формування числа варіантів.

Виявляється, що в такій повнодоступній схемі зв’язків елементів кількість розгалужень усередині кожного варіанту визначається числом 
ще непройдених елементів і тому завжди виявляється на одиницю менше, ніж у попередньому варіанті. Отже, коли не пройдений жодний елемент, то число варіантів проходу дорівнює числу цих елементів (n). Коли пройдений один елемент, то виявляємо, що в кожному з (n) варіантів існує можливість вибрати наступним деякий із (n – 1) елементів, які залишилися, що дає загальне число варіантів рівним добутку (n) ∙ (n – 1). Коли пройдені два елементи, то в кожному з (n) ∙ (n – 1) варіантів існує можливість вибрати наступним деякий із (n – 2) елементів, які залишилися, що дає загальне число варіантів рівним (n) ∙ (n – 1) ∙ (n – 2) і так далі до вичерпання усіх (n) елементів. У результаті загальне число різних варіантів виявляється рівним добутку усіх чисел від (n) до 1:

Рn = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ (n – 2) ∙ (n – 1) ∙ n = n !

Уважається, що Р0 = 0 ! = 1, тобто відсутність елементів потребує одноразового “відвідування, щоб переконатися у відсутності цих елементів”. 

Отримана формула є розрахунковою для визначення числа всіх різних перестановок Рn із n елементів. 

Вираз (n !) читається так – ен факторіал і дорівнює добутку всіх чисел від одиниці до n включно.

Тепер повернемося до поставленої задачі і знайдемо загальну кількість P4 варіантів складання чотирьох іспитів (a, b, c, d,) у розкладі, одержимо: 

P4 =  4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 24.

Приклад. Студенти вивчають п’ять предметів. Скількома способами можна скласти розклад із трьох пар різних занять на один день? Для відповіді на це запитання розглянемо поняття “розміщення”.

Розміщеннями з n елементів по m елементів називають різні сукупності m елементів із цих n елементів, що відрізняються одна від іншої або самими елементами, або послідовністю розташування елементів.

Число всіх розміщень із n елементів по m позначається Anm і може бути легко знайдене з розглянутої (див. рис. 3.1) схеми за умови, що кіль-кість пройдених кімнат має дорівнювати величині m, тобто якщо зупи-нити розгалуження в момент досягнення числа m елементів. Цю задачу можна сформулювати так. Відвідувачу дозволено пройти рівно через m кімнат, відвідавши кожну тільки один раз. Скількома способами це можна зробити?
На початку, коли не пройдений жодний елемент, то число варіантів проходу дорівнює числу цих елементів (n). Коли пройдений один елемент, то виявляємо, що в кожному з (n) варіантів існує можливість вибрати наступним деякий із (n – 1) елементів, що залишилися, що дає загальне число варіантів рівним (n) ( (n – 1). Коли пройдені два елементи, то в кожному з  (n) ( (n – 1)  варіантів існує можливість вибрати наступним деякий 
із (n – 2) елементів, що залишилися, що дає загальне число варіантів рів-ним (n) ( (n – 1) ( (n – 2) і так далі до моменту, коли буде пройдено рівно m елементів. Відзначимо, якщо m = 1, то кількість варіантів дорівнює (n), якщо m = 2, то кількість варіантів дорівнює (n) ( (n – 1), якщо m = 3, то кількість варіантів дорівнює (n) ( (n – 1) ( (n – 2) і так далі, тобто в даному добутку кількість співмножників дорівнює числу m, перший із них дорівнює (n ), а останній дорівнює (n – (m – 1)) = (n – m + 1). У підсумку розрахункова формула для визначення кількості розміщень набуде вигляду:


[image: image42.wmf]!

)

(

!

)

1

(

...

)

2

(

)

1

(

m

n

n

m

n

n

n

n

A

m

m

n

-

=

+

-

×

×

-

×

-

×

=

4

4

4

4

4

3

4

4

4

4

4

2

1

множникiв

  

.

Тепер повернемося до нашого прикладу і знайдемо загальну кількість A53 способів складання розкладу із трьох пар різних занять на один день, одержимо:                                  A53 =5 ∙ 4 ∙ 3 = 60.
Приклад. Із п’яти спецкурсів студент повинен скласти іспит із трьох спецкурсів, які він обирає за своїм розсудом. Скільки різних варіантів вибору має студент? Для відповіді на це запитання розглянемо поняття “сполучення”.
Сполученнями з n елементів по m називаються будь-які сукупності 
по m елементів у кожній із цих n елементів, що відрізняються одна від одної хоча б одним елементом. Число усіх сполучень із n елементів по m позначається Сnm. Відзначимо, що сукупності, які мають однакові елементи, але відрізняються послідовністю цих елементів, у такому випадку вважаються як та сама послідовність, тобто із загальної кількості такі сукупності виключаються.

Для одержання необхідної розрахункової формули відзначимо наступ-не. У сполученнях сукупності по m елементів, які різняться порядком проходження, рахуються однаковими і кількість таких “однакових” сукупностей дорівнює кількості перестановок (Рm) із цих m елементів. Тому кількість сполучень буде  меншою ніж кількость розміщень у Рm разів: 
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Тепер повернемося до нашого прикладу і знайдемо загальну кількість C53 варіантів вибору спецкурсів, які має скласти студент, одержимо: 

C53 =(5 ∙ 4 ∙ 3)/( 1 ∙ 2 ∙ 3) = 10.
Знайдемо вираз для числа сполучень Сnn–m. Тоді останній співмнож-ник у чисельнику дробу в цьому випадку дорівнює (n – ( n – m – 1)) = (m + 1). При здійсненні перетворень помножимо чисельник і знаменник на те саме ( m ! ), що не змінить значення дробу, одержимо:
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Отже, виявляється правдивою рівність Сnn–m = Сnm. Тому при m = n, одержимо: Сnn– n = Сn0 = Сnn = n!/ n! =  1.

Біном Ньютона. Розглянемо задачу визначення натурального степеня суми двох величин (a + b) n. Для цього послідовно знайдемо вирази цієї суми для значень n = 1, 2, 3, 4. Одержимо: 

 (a + b)1 = С10a +  С11b;

(a + b)2 = (a+ b) (a+ b)  = a2+ab+ ba+ b2 = a2+2ab + b2 = С20a2+ С21ab + С22b2;

(a+ b)3 = (a + b) (a+ b)2 = (a+ b) (a2 + 2ab + b2) = a3 + 2a2b + ab2+ a2b+2ab2 +b3;

(a+ b)3 = a3 + 3a2b +3ab2 + b3 = С30a3 + С31a2b + С32ab2 +  С33b3;

(a+ b)4 = (a + b) (a+ b)3 = (a+ b) (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3) = 
= a4 + 3a3b +3a2b2 + аb3 + a3b+ 3a2b2 + 3ab3 +b4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4;

(a+ b)4 = С40a4 + С41a3b + С42a2b2 + С43ab3 + С44b4.

Знайдені значення запишемо компактно і спробуємо встановити закономірність у формуванні доданків у правій частині рівності.
	(a + b)1 =
	С10a + С11b;

	(a + b)2 =
	С20a2 + С21ab  + С22b2;

	(a + b)3 =
	С30a3 + С31a2b + С32ab2  + С33b3;

	(a + b)4 =
	С40a4 + С41a3b + С42a2b2 + С43ab3 + С44b4.


1. Кількість доданків у правій частині рівності на одиницю більше показника степеня (n) суми двох величин (a + b) із лівої частини.

2. Кожний доданок у правій частині складається із коефіцієнта, яким є число сполучень, і двох співмножників a і b, причому сумарний степінь співмножників незмінний і збігається зі степенем (n) суми двох величин у лівій частині рівності. 
3. Якщо першому доданку в правій частині надати номер (i = 0), який дорівнює нулю, то будь-який i-й доданок утвориться за законом Сni a n–i b i, що дозволяє змінювати значення i від i = 0 до i = n та записати вираз 
для загального випадку натурального степеня суми двох величин (a + b) n :
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або коротше:            
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Отриманий вираз називається біномом Ньютона, а числові коефі-цієнти (Сni ) у правій частині – біноміальними коефіцієнтами.

Якщо уважати, що  a = b = 1, то даний вираз набуде вигляду:     
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називається множиною-степенем і використовується при оцінюванні якості комп’ютерних програм (теорія Холстеда), при моделюванні динаміки роботи телефонних мереж, а також систем масового обслуговування.

ДОДАТОК 4

Спосіб контролю коректності результатів множення матриць
Правильність результату множення двох чисел неважко перевірити шляхом ділення цього результату на один із співмножників. При множенні матриць такий простий спосіб перевірки результату відсутній. Водночас множення матриць потребує виконання великої кількості операцій (mp(n + n – 1)) множення і додавання чисел, що рідко вдається зробити 
без помилок. У випадку множення матриць А3 і В3 число операцій дорівнює 45, для матриць А4 і В4 таких операцій потрібно виконати 112. Тому важливо вміти контролювати правильність обчислень.
Для перевірки правильності обчислень при перемноженні матриць (наприклад, матриць В і С, див. рис. 4.1.) використвується такий прийом. 

1. Перша матриця (B) записується зліва від результуючої матриці (ВC), друга (С) – над результуючою матрицею (ВC).
2. Сума елементів кожного рядка матриць (С) і (ВС) записується навпроти кожного рядка праворуч від цих матриць у вигляді додаткового стовпчика елементів.
3. Для перевірки правильності елементів першого рядка результуючої матриці (ВC) перемножуються скалярно перший рядок матриці (B) 
на вектор-стовпчик додаткових елементів (Ci.додт) матриці (С) і результат порівнюється із контрольною сумою елементів першого рядка матриці (ВС). Збіг результатів свідчить про правильне визначення значень елементів першого рядка матриці (ВС): 
(B1j, Ci.додт) = ((BC )1j.

У даному прикладі:
(B1j, Ci.додт) = 1(4 + 1(3 + 1(4 = 11 = ((BC)1j  = 6 + 5 = 11.

Аналогічно перевіряеться другий рядок: 

(B2j, Ci.додт) = 2(4 + 1(3 + 2(4 = 19 = ((BC)2 j  = 10 + 9 = 19

та інші (k-і) рядки:                   
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У випадку подальшого множення матриці (ВC) на матрицю (А) спосіб контролю дозволяє продовжити контроль коректності перемноження матриць.
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Рис. 4.1. Принцип контролю коректності множення матриць

ДОДАТОК 5

Теорема Піфагора (доведення)

Розглянемо загальний випадок прямокутного трикутника, який має гі-потенузу довжиною c і два катети довжиною а і b відповідно (див. рис. 5.1).
Над кожним боком трикутника побудуємо квадрат (див. рис. 5.1, A) 
і двома способами знайдемо площу квадрата S(, у якому один бік дорівнює довжині гіпотенузи с. Потім прирівняємо отримані дві формули.

Першим способом знайдемо площу квадрата. Для цього помножимо довжину основи квадрата на його висоту:            S ( = c ∙ c = c 2.

При другому способі помітимо, що усередині квадрата з площею S ( (див. рис. 5.1, А) є два однакових трикутники з площею S( у кожного 
і частина площі фігури, що позначимо, використовуючи номера її вершин (1, 2, 3, 4, 5, 6, 1). Площа цієї фігури дорівнює сумі площ квадратів 
із боком, рівним катету а (нижній квадрат) і катету b (верхній квадрат). “Зайву” частину цієї фігури становлять два трикутники з площею S( 
у кожного. Знайдемо площу квадрата:
S (  =  S( +  S( + ( S1,2,3,4,5,6,1 –  S( –  S() = S1,2,3,4,5,6,1 = a 2 + b 2.


Прирівнявши два знайдених вирази, одержимо:  

S ( = c 2 = S( + S( + ( S1,2,3,4,5,6,1 –  S( –  S() = S1,2,3,4,5,6,1 = a 2 + b 2,
або остаточно знаходимо відомий вираз теореми Піфагора:
c 2 = a 2 + b 2.

Інший варіант доведення можна виконати на основі рис. 5.1, Б:
S ( = c 2  = 4 S( + (b –  a)2 = 4(ab/2) + (b –  a)2 = 2ab + b2 – 2ab + a2 = a 2 + b 2.

ДОДАТОК 6

Власні вектори і числа матриці
Власним вектором матриці А називають такий вектор 
[image: image49.wmf]x
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, який задовольняє рівнянню: 
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тобто  не змінює свого напрямку при множенні на матрицю А.

Власним числом (характеристичним значенням) матриці А називається число (, що задовольняє рівнянню (1). 

Кількість власних чисел квадратної матриці збігається з її розмір-ністю. 

Власні вектори матриці A, що відповідають її власним числам (1 …(n, є “базисом” простору, у який потрапляє вектор 
[image: image51.wmf]x
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 у результаті множення 
на матрицю A.
Для відшукання власних значень матриці A представимо вектор 
[image: image52.wmf]x
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у формі  
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  і перетворимо рівняння (1) до вигляду:
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= 0.

(2)

Матричне рівняння (2) еквівалентно системі n однорідних рівнянь із n  невідомими  величинами x1, x2 , (, xn:
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(3)

Для того щоб ця система рівнянь (3) мала ненульове розв’язання, необхідно і достатньо, щоб її визначник дорівнював нулю:
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(4)

Характеристичним рівнянням матриці A називається рівняння:
((() = 0.





(5)

Визначник (4) являє собою багаточлен степеня n щодо параметра (, 
у чому можна переконатися, розкладаючи цей визначник, а потім і його мінори на елементи яких-небудь рядків або стовпчиків. Так, при n = 2, одержимо:
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Характеристичним багаточленом матриці A називається багаточлен:
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де c1, c2, (, cn – постійні величини. 

Зокрема, коефіцієнт cn дорівнює визначнику матриці A:

[image: image61.wmf].
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Величина c1 знаходиться у такий спосіб:
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Слідом (Sp A) матриці A називається сума a11+ a22+ …+ ann.
Так як характеристичний багаточлен матриці порядку n має степінь n, то він, відповідно до основної теореми алгебри, має n коренів.

Корені (1, (2 …(n характеристичного багаточлена називаються власними або характеристичними значеннями матриці A, а сукупність усіх власних значень ((1, (2 …(n) – спектром матриці A. У складі спектру можуть бути кратні корені.
Відповідно до теореми Вієта, для багаточленів степеня n мають місце наступні співвідношення:
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Із огляду на  попередні вирази для c1 і cn через елементи визначника, знаходимо:
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Із останнього виразу випливає, що матриця A є неособою тоді і тільки тоді, коли жодне  з її власних значень не дорівнює нулю. 
Груба оцінка власних значень матриці A може бути отримана з так званих кіл Гіршгорина [4], для яких правдиве твердження: будь-яке власне значення матриці A лежить принаймні в однім із кіл із центрами aii 
і радіусами:
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Максимальне власне число (1 = (max відповідає вектору, який при множенні максимально розтягується матрицею A уздовж свого (власного вектора) напрямку. За своїм впливом цей вектор є визначальним, у порів-нянні з власними векторами других, менших власних чисел (i. Отже, цей напрямок (орта) даної матриці робить найбільший внесок у матричне перетворення даною матрицею будь-якого вектора при їх перемноженні. 

Відшукання максимального за модулем власного числа (1 числової матриці А можна виконати ітераційно за формулами перетворення векторів е1 і х (x0( 0 – довільний вектор тієї ж розмірності, що і матриця А).
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Наприкінці  пошуку вектор е1 виявляється рівним власному вектору матриці, що відповідає максимальному за модулем власному значенню (1. Для матриці А3 (n = 3) достатньо 5–7 кроків.

Приклад. Знайти власні значення матриці A:

[image: image67.wmf].

2

1

1

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

A


Розв’язання. Знайдемо характеристичний багаточлен матриці A:
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який має корені (1 = 1,  (2 = 3, що представляють собою власні значення 
й одночасно спектр матриці A.
ДОДАТОК 7

Оцінка погрішності обчислень значення функції багатьох змінних
Формула повного диференціалу:
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(1)

може ефективно застосовуватися при оцінці погрішності обчислень значення функції багатьох змінних Z = f (x1, x2, …, xn), коли значення її аргументів (xi) визначаються з погрішністю (Δ xi). У такому випадку погріш-ність в оцінці значення Z буде мати вигляд:
Δ Z = f (x1 + Δ x1, x2 + Δ x2 , …, xn + Δ xn) – f (x1, x2, …, xn).

(2)

При малих абсолютних значеннях (Δ xi) можна приблизно замінити повний приріст (2) повним диференціалом (1):
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(3)

Тут значення часткових похідних і значення погрішностей аргументів можуть бути як додатними, так і негативними. Замінюючи їх абсолютними величинами, одержимо нерівність:
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(4)

Позначимо символом (*) максимальні абсолютні погрішності величин, одержимо вираз для оцінки максимальної абсолютної погрішності обчислень значення функції Z:
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(5)

Максимальною відносною погрішністю величини U називається відношення максимальної абсолютної погрішності до абсолютної величини U і позначається |δ*U|:
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(6)

Розділивши ліву і праву частини рівності (5) на Z = f (x1, x2, …, xn), одержимо:
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   (7)

оцінку максимальної відносної погрішності розрахунків значення функції Z.  Проте вирази, що стоять у правій частині під знаком модуля, є похідною від логарифму натурального функції f:
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(8)

Тоді рівняння (7) можна записати:
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   (9)

або ще коротше:  
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         (10)

Отже, виявляється правдивим таке твердження.

Максимальна відносна похибка обчислення значення функції Z = f (x1, x2, …, xn) дорівнює максимальній абсолютній похибці обчислення значення логарифму натурального цієї функції.

Приклад. Період коливання маятника дорівнює:       
[image: image78.wmf]g
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де  l – довжина маятника,  g – прискорення сили ваги.

Потрібно знайти відносну і абсолютну погрішності у визначенні періоду коливань Т, якщо величина π = 3,14 (відома з точністю 0,005), l = 1 м (з точністю до 0,01 м),  g = 9,8 м/с2 (з точністю до 0,02 м/с2 ).

Розв’язання. Для функції Т знайдемо логарифм і за формулою (9) одержимо:
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Тому що константа 2 відома точно, то | Δ* 2 | = 0 і перший доданок 
у правій частині дорівнює нулю. Для інших доданків знаходимо:
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Для оцінки абсолютної погрішності використовуємо вираз (6), 
для чого знайдемо величину:
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Тоді остаточно одержимо:
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ДОДАТОК 8

Таблиця значень функції       
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	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)

	0,00
	0,3989
	0,30
	0,3814
	0,60
	0,3332
	0,90
	0,2661

	01
	3989
	31
	3802
	61
	3312
	91
	2637

	02
	3989
	32
	3790
	62
	3292
	92
	2613

	03
	3989
	33
	3778
	63
	3271
	93
	2589

	04
	3986
	34
	3765
	64
	3252
	94
	2565

	05
	3984
	35
	3752
	65
	3230
	95
	2541

	06
	3982
	36
	3739
	66
	3209
	96
	2516

	07
	3980
	37
	3726
	67
	3187
	97
	2492

	08
	3977
	38
	3712
	68
	3166
	98
	2468

	09
	3973
	39
	3697
	69
	3144
	99
	2444

	0,10
	3970
	0,40
	3683
	0,70
	3123
	1,00
	2420

	11
	3965
	41
	3668
	71
	3101
	01
	2396

	12
	3961
	42
	3653
	72
	3079
	02
	2371

	13
	3956
	43
	3637
	73
	3056
	03
	2347

	14
	3951
	44
	3621
	74
	3034
	04
	2323

	15
	3945
	45
	3605
	75
	3011
	05
	2299

	16
	3939
	46
	3589
	76
	2989
	06
	2275

	17
	3932
	47
	3572
	77
	2966
	07
	2251

	18
	3925
	48
	3555
	78
	2943
	08
	2227

	19
	3918
	49
	3538
	79
	2920
	09
	2203

	0,20
	3910
	0,50
	3521
	0,80
	2897
	1,10
	2179

	21
	3902
	51
	3503
	81
	2897
	11
	2155

	22
	3894
	52
	3485
	82
	2850
	12
	2131

	23
	3885
	53
	3467
	83
	2827
	13
	2107

	24
	3876
	54
	3448
	84
	2803
	14
	2083

	25
	3876
	55
	3429
	85
	2780
	15
	2059

	26
	3857
	56
	3410
	86
	2756
	16
	2036

	27
	3847
	57
	3391
	87
	2732
	17
	2012

	28
	3836
	58
	3372
	88
	2709
	18
	1989

	29
	3825
	59
	3352
	89
	2785
	19
	1965


Продовження додатка 8

	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)

	1,20
	0,1942
	1,50
	0,1295
	1,80
	0,0790
	2,10
	0,0440

	21
	1919
	51
	1276
	81
	0775
	11
	0431

	22
	1895
	52
	1257
	82
	0761
	12
	0422

	23
	1872
	53
	1238
	83
	0748
	13
	0413

	24
	1849
	54
	1219
	84
	0734
	14
	0404

	25
	1826
	55
	1200
	85
	0721
	15
	0396

	26
	1804
	56
	1182
	86
	0707
	16
	0387

	27
	1781
	57
	1163
	87
	0694
	17
	0379

	28
	1758
	58
	1145
	88
	0681
	18
	0371

	29
	1736
	59
	1127
	89
	0669
	19
	0363

	1,30
	1714
	1,60
	1109
	1,90
	0656
	2,20
	0355

	31
	1691
	61
	1092
	91
	0644
	21
	0347

	32
	1669
	62
	1074
	92
	0632
	22
	0339

	33
	1647
	63
	1057
	93
	0620
	23
	0332

	34
	1626
	64
	1040
	94
	0608
	24
	0325

	35
	1604
	65
	1023
	95
	0596
	25
	0317

	36
	1582
	66
	1006
	96
	0584
	26
	0310

	37
	1561
	67
	0989
	97
	0573
	27
	0303

	38
	1539
	68
	0973
	98
	0562
	28
	0297

	39
	1518
	69
	0957
	99
	0551
	29
	0290

	1,40
	1497
	1,70
	0940
	2,00
	0540
	2,30
	0283

	41
	1476
	71
	0925
	01
	0529
	31
	0277

	42
	1456
	72
	0909
	02
	0519
	32
	0270

	43
	1435
	73
	0893
	03
	0508
	33
	0264

	44
	1415
	74
	0878
	04
	0498
	34
	0258

	45
	1394
	75
	0863
	05
	0488
	35
	0252

	46
	1374
	76
	0848
	06
	0478
	36
	0246

	47
	1354
	77
	0833
	07
	0468
	37
	0241

	48
	1334
	78
	0818
	08
	0459
	38
	0235

	49
	1315
	79
	0804
	09
	0449
	39
	0229


Продовження додатка 8

	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)

	2,40
	0,0224
	2,70
	0,0104
	3,00
	0,0044
	3,30
	0,0017

	41
	0219
	71
	0101
	01
	0043
	31
	0017

	42
	0213
	72
	0099
	02
	0042
	32
	0016

	43
	0208
	73
	0096
	03
	0040
	33
	0016

	44
	0203
	74
	0093
	04
	0039
	34
	0015

	45
	0198
	75
	0091
	05
	0038
	35
	0015

	46
	0194
	76
	0088
	06
	0037
	36
	0014

	47
	0189
	77
	0086
	07
	0036
	37
	0014

	48
	0184
	78
	0084
	08
	0035
	38
	0013

	49
	0180
	79
	0081
	09
	0034
	39
	0013

	2,50
	0175
	2,80
	0079
	3,10
	0033
	3,40
	0012

	51
	0171
	81
	0077
	11
	0032
	41
	0012

	52
	0167
	82
	0075
	12
	0031
	42
	0012

	53
	0163
	83
	0073
	13
	0030
	43
	0011

	54
	0158
	84
	0071
	14
	0029
	44
	0011

	55
	0154
	85
	0069
	15
	0028
	45
	0010

	56
	0151
	86
	0067
	16
	0027
	46
	0010

	57
	0147
	87
	0065
	17
	0026
	47
	0010

	58
	0143
	88
	0063
	18
	0025
	48
	0009

	59
	0139
	89
	0061
	19
	0025
	49
	0009

	2,60
	0136
	2,90
	0060
	3,20
	0024
	3,50
	0009

	61
	0132
	91
	0058
	21
	0023
	51
	0008

	62
	0129
	92
	0056
	22
	0022
	52
	0008

	63
	0126
	93
	0055
	23
	0022
	53
	0008

	64
	0122
	94
	0053
	24
	0021
	54
	0008

	65
	0119
	95
	0051
	25
	0020
	55
	0007

	66
	0116
	96
	0050
	26
	0020
	56
	0007

	67
	0113
	97
	0048
	27
	0019
	57
	0007

	68
	0110
	98
	0047
	28
	0018
	58
	0007

	69
	0107
	99
	0046
	29
	0018
	59
	0006


   Закінчення додатка 8

	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)
	x
	φ(x)

	3,60
	0,0006
	3,70
	0,0004
	3,80
	0,0003
	3,90
	0,0002

	61
	0006
	71
	0004
	81
	0003
	91
	0002

	62
	0006
	72
	0004
	82
	0003
	92
	0002

	63
	0005
	73
	0004
	83
	0003
	93
	0002

	64
	0005
	74
	0004
	84
	0003
	94
	0002

	65
	0005
	75
	0004
	85
	0002
	95
	0002

	66
	0005
	76
	0003
	86
	0002
	96
	0002

	67
	0005
	77
	0003
	87
	0002
	97
	0002

	68
	0005
	78
	0003
	88
	0002
	98
	0002

	69
	0004
	79
	0003
	89
	0002
	99
	0001



ДОДАТОК 9

Таблиця значень інтеграла ймовірностей Ф(x)
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	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	0,00
	0,0000
	0,30
	0,1179
	0,60
	0,2257
	0,90
	0,3159

	01
	0040
	31
	1217
	61
	2291
	91
	3186

	02
	0080
	32
	1255
	62
	2324
	92
	3212

	03
	0120
	33
	1293
	63
	2357
	93
	3238

	04
	0160
	34
	1331
	64
	2389
	94
	3264

	05
	0199
	35
	1368
	65
	2422
	95
	3289

	06
	0239
	36
	1406
	66
	2454
	96
	3315

	07
	0279
	37
	1443
	67
	2486
	97
	3340

	08
	0319
	38
	1480
	68
	2517
	98
	3365

	09
	0359
	39
	1517
	69
	2549
	99
	3389

	0,10
	0398
	0,40
	1554
	0,70
	2580
	1,00
	3413

	11
	0438
	41
	1591
	71
	2611
	01
	3438

	12
	0478
	42
	1628
	72
	2642
	02
	3461

	13
	0517
	43
	1664
	73
	2673
	03
	3485

	14
	0557
	44
	1700
	74
	2703
	04
	3508

	15
	0596
	45
	1736
	75
	2734
	05
	3531

	16
	0636
	46
	1772
	76
	2764
	06
	3554

	17
	0675
	47
	1808
	77
	2794
	07
	3577

	18
	0714
	48
	1844
	78
	2823
	08
	3599

	19
	0753
	49
	1879
	79
	2852
	09
	3621

	0,20
	0793
	0,50
	1915
	0,80
	2881
	1,10
	3643

	21
	0832
	51
	1950
	81
	2910
	11
	3665

	22
	0871
	52
	1985
	82
	2939
	12
	3686

	23
	0910
	53
	2019
	83
	2967
	13
	3708

	24
	0948
	54
	2054
	84
	2995
	14
	3729

	25
	0987
	55
	2088
	85
	3023
	15
	3749

	26
	1026
	56
	2123
	86
	3051
	16
	3770

	27
	1064
	57
	2157
	87
	3078
	17
	3790

	28
	1103
	58
	2190
	88
	3106
	18
	3810

	29
	1141
	59
	2224
	89
	3133
	19
	3830


Продовження додатка 9
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	1,20
	0,3849
	1,50
	0,4332
	1,80
	0,4641
	2,10
	0,4821

	21
	3869
	51
	4345
	81
	4649
	11
	4825

	22
	3883
	52
	4357
	82
	4656
	12
	4830

	23
	3907
	53
	4370
	83
	4664
	13
	4834

	24
	3925
	54
	4382
	84
	4671
	14
	4838

	25
	3944
	55
	4394
	85
	4678
	15
	4842

	26
	3962
	56
	4406
	86
	4686
	16
	4846

	27
	3980
	57
	4418
	87
	4693
	17
	4850

	28
	3997
	58
	4429
	88
	4699
	18
	4854

	29
	4015
	59
	4441
	89
	4706
	19
	4857

	1,30
	4032
	1,60
	4452
	1,90
	4713
	2,20
	4861

	31
	4049
	61
	4463
	91
	4719
	21
	4864

	32
	4066
	62
	4474
	92
	4726
	22
	4868

	33
	4082
	63
	4484
	93
	4732
	23
	4871

	34
	4099
	64
	4495
	94
	4738
	24
	4875

	35
	4115
	65
	4505
	95
	4744
	25
	4878

	36
	4131
	66
	4515
	96
	4750
	26
	4881

	37
	4147
	67
	4525
	97
	4756
	27
	4884

	38
	4162
	68
	4535
	98
	4761
	28
	4887

	39
	4177
	69
	4545
	99
	4767
	29
	4890

	1,40
	4192
	1,70
	4554
	2,00
	4772
	2,30
	4893

	41
	4207
	71
	4564
	01
	4778
	31
	4896

	42
	4222
	72
	4573
	02
	4783
	32
	4898

	43
	4236
	73
	4582
	03
	4788
	33
	4901

	44
	4251
	74
	4591
	04
	4793
	34
	4904

	45
	4265
	75
	4599
	05
	4798
	35
	4906

	46
	4279
	76
	4608
	06
	4803
	36
	4909

	47
	4229
	77
	4616
	07
	4808
	37
	4911

	48
	4306
	78
	4625
	08
	4812
	38
	4913

	49
	4319
	79
	4633
	09
	4817
	39
	4916


Продовження додатка 9
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	2,40
	0,4918
	2,70
	0,4965
	3,00
	0,4986
	3,30
	0,4995

	41
	4920
	71
	4966
	01
	4987
	31
	4995

	42
	4922
	72
	4967
	02
	4987
	32
	4996

	43
	4925
	73
	4968
	03
	4988
	33
	4996

	44
	4927
	74
	4969
	04
	4988
	34
	4996

	45
	4929
	75
	4970
	05
	4989
	35
	4996

	46
	4931
	76
	4971
	06
	4989
	36
	4996

	47
	4933
	77
	4972
	07
	4989
	37
	4996

	48
	4934
	78
	4973
	08
	4990
	38
	4996

	49
	4936
	79
	4973
	09
	4990
	39
	4997

	2,50
	4938
	2,80
	4974
	3,10
	4990
	3,40
	4997

	51
	4939
	81
	4975
	11
	4991
	41
	4997

	52
	4941
	82
	4976
	12
	4991
	42
	4997

	53
	4943
	83
	4977
	13
	4991
	43
	4997

	54
	4945
	84
	4977
	14
	4992
	44
	4997

	55
	4946
	85
	4978
	15
	4992
	45
	4997

	56
	4948
	86
	4979
	16
	4992
	46
	4997

	57
	4949
	87
	4979
	17
	4992
	47
	4997

	58
	4951
	88
	4980
	18
	4993
	48
	4998

	59
	4952
	89
	4981
	19
	4993
	49
	4998

	2,60
	4953
	2,90
	4981
	3,20
	4993
	3,50
	4998

	61
	4955
	91
	4982
	21
	4993
	51
	4998

	62
	4956
	92
	4982
	22
	4994
	52
	4998

	63
	4957
	93
	4983
	23
	4994
	53
	4998

	64
	4959
	94
	4984
	24
	4994
	54
	4998

	65
	4960
	95
	4984
	25
	4994
	55
	4998

	66
	4961
	96
	4985
	26
	4995
	56
	4999

	67
	4962
	97
	4985
	27
	4995
	57
	4998

	68
	4963
	98
	4986
	28
	4995
	58
	4998

	69
	4964
	99
	4986
	29
	4995
	59
	4998


   Закінчення додатка 9
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)
	x
	Ф(x)

	3,60
	0,4998
	3,70
	0,4999
	3,80
	0,4999
	3,90
	0,5000

	61
	4998
	71
	4999
	81
	4999
	91
	5000

	62
	4998
	72
	4999
	82
	4999
	92
	5000

	63
	4998
	73
	4999
	83
	4999
	93
	5000

	64
	4999
	74
	4999
	84
	4999
	94
	5000

	65
	4999
	75
	4999
	85
	5000
	95
	5000

	66
	4999
	76
	4999
	86
	5000
	96
	5000

	67
	4999
	77
	4999
	87
	5000
	97
	5000

	68
	4999
	78
	4999
	88
	5000
	98
	5000

	69
	4999
	79
	4999
	89
	5000
	99
	5000
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Рис. 1.1. Одиничне коло (R = 1)
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Рис. 3.2. Перестановки при n = 5





Рис. 3.1. Перестановки при n = 4
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Рис. 5.1. Варіанти доведення теореми Піфагора
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Рис. 8.1. Графік функції φ(x)
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Рис. 9.1. Графік функції φ(t)
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Рис. 1.2. Вид функції sin (
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Рис. 1.3. Модель припустимих перетворень рівнянь
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