ДОДАТОК 13

Алгоритми розв’язання задач лінійного програмування
Порядок зміни базисного набору змінних 
у симплексному алгоритмі розв’язання ОЗЛП
Спробуємо більш детально з’ясувати, яким чином виконується вибір критичної базисної змінної і за якими формулами варто виконувати розрахунки при зміні базису.

У допустимому базисному розв’язанні винесемо знак мінус за дужки, одержимо: 
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І припустимо, що саме k-й коефіцієнт цільової функції (2) виявився від’ємним (ck < 0), отже, збільшення стоячої при цьому коефіцієнті вільної змінної (xk) може призвести до зменшення значення Z – цільової функції (2). 

Знайдемо границю, до якої можна збільшувати значення вільної змінної (xk). Для цього покладемо усі інші вільні змінні в рівняннях (1) рівними нулю і за кроками перетворимо рівняння (1):
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  (3)
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Для тих базисних змінних, у яких при (xk) коефіцієнт (ai j ( 0), збільшення значення вільної змінної (xk) не призводить до зменшення базисної змінної і не виводить базисну змінну з області допустимих позитивних значень. 

Проте у випадку, коли (ai j > 0), збільшення значення вільної змінної (xk) призведе до зменшення базисної змінної аж до нуля. Прирівнюючи значення базисної змінної до нуля, знайдемо так зване симплексне відношення.

Симплексне відношення – це максимальне припустиме значення, 
до якого можна збільшувати обрану вільну змінну:
xi = ai – ai k  ∙ xk = 0,          
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Для того щоб вибір був правильним, потрібно переглянути всі базисні змінні (формули (3), другий стовпчик). Для кожної базисної змінної, у випадку якщо при (xk) коефіцієнт від’ємний (ai k ( 0), потрібно знайти симплексне відношення (формули (3), третій стовпчик). Потім серед усіх таких відношень потрібно вибрати найменше (нехай це буде 
(x( ) – (-а базисна змінна):
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(4)

яке і визначить перетворення в нуль першої із базисних змінних.

Збільшення вільної змінної (xk) призведе до перетворення в нуль критичної базисної змінної (x( ), отже, вільна змінна (xk) стає базисною і від-мінною від нуля, а базисна (x( ) стає вільною і займає місце змінної (xk). Тобто  ці дві змінні змінюються місцями. Тому, якщо раніше базисний набір містив змінні:
( x1, x2, …, x(–1, x(, x(+1, …, xr ),

а набір вільних змінних мав вигляд:
( xr+1, x r+2, …, xk–1, xk, xk+1, …, xj, …, x(n–r) ),

то після виконання кроку заміни змінних одержимо – базисний набір змінних:
( x1, x2, …, x(–1, xk, x(+1, …, xr )

і набір вільних змінних:
( xr+1, x r+2, …, xk–1, x(, xk+1, …, xj, …, x(n–r) ).

При такій заміні потрібно з (-го рівняння (1) знайти вираз для нової базисної змінної (xk) і підставити цей вираз замість змінної (xk) в усі інші рівняння (1). 

Знайдемо рівняння для нової базисної змінної, для чого розпишемо 
з усіх формул (1) рівняння для критичної змінної (x( ) і виразимо звідти нову базисну змінну (xk):
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Отже, у рядку критичної базисної змінної нові значення коефіцієнтів дорівнюють старим, поділеним на генеральний коефіцієнт  (a( k): 
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Сам генеральний коефіцієнт заміняється оберненою величиною (знак зберігається). 

Щоб висловити базисні змінні, які залишилися, через новий набір вільних змінних, підставимо отриманий для нової базисної змінної (xk) в усі рівняння (1), крім (-го (див. (-е рівняння вже перетворене). При цьому коефіцієнти всіх рівнянь будуть змінюватися однотипно, отже, достатньо розписати одне рівняння, наприклад, для змінної ( xi ): 
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Виконаємо аналогічні перетворення для цільової функції (2):
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одержимо:


[image: image13.wmf].

...

...

...

)

(

)

(

1

1

1

1

1

1

0

n

k

k

r

n

r

n

j

k

k

j

j

k

k

k

k

k

k

k

r

k

k

k

k

x

c

a

a

c

x

c

a

a

c

x

a

c

x

c

a

a

c

x

c

a

a

c

c

a

a

c

Z

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

-

-

-

-

+

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l


Відзначимо, що значення другого індексу ( j ) у коефіцієнтів, що стоять при вільних змінних, змінюється від одного до n – r , тобто:
j = 1, 2, … , (k – 1), k , (k + 1) , … , (n – r).

Тоді загальний вираз для розрахунку нових значень коефіцієнтів при вільних змінних ( xj ) для всіх значень j, крім j = k, і для всіх i, крім i = (, можна записати у вигляді:
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Для рядка критичної змінної (x( ) розрахункові вирази мають вигляд:
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Далі, прирівнявши всі нові вільні змінні до нуля, знайдемо нове базисне розв’язання і нове значення цільової функції:

[image: image16.wmf];

,

1

,

0

;

,

1

,

n

r

j

x

:

r

i

a

a

a

a

x

:

j

k

i

k

i

i

+

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

вiльнi

базиснi

l

l



[image: image17.wmf]Z

c

a

a

c

Z

k

k

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

l

l

0

)

1

(

.

У підсумку розрахункові формули для переходу від одного базисного розв’язання до іншого набудуть вигляду:
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    (5)

Отже:

1) умова (4) вибору генерального елемента забезпечує допустимість нового базису;

2) перехід до нового базису забезпечує незбільшення цільової функції Z (формула (2));

3) якщо коефіцієнт (ck) цільової функції Z (формула (2)) у стовпчику генерального коефіцієнта дорівнює нулю, то значення цільової функції Z не зміниться;

4) для відшукання нових значень коефіцієнтів системи рівнянь 
і цільової функції (1) не обов’язково виконувати усі відзначені викладення, достатньо застосовувати формули перетворення (5). 

Процес застосування формул (5) можна навести у вигляді алгоритму, що складається в заповненні клітин симплекс-таблиці і у переході до нас-тупної допустимої симплекс-таблиці.
Алгоритм роботи із симплекс-таблицею
1. Привести задачу лінійного програмування до стандартного вигляду ОЗЛП (знайти і перевірити допустимість базисного розв’язання, див. п. 8).

2.Записати ОЗЛП у вигляді системи рівнянь (1):

[image: image19.wmf](

)

(

)

.

min

...

...

;

,...

1

;

...

...

)

(

1

1

0

)

(

1

1

®

+

+

+

+

-

=

=

+

+

+

+

-

=

-

+

-

+

n

r

n

k

k

r

n

r

n

k

k

r

x

c

x

c

x

c

c

Z

r

x

a

x

a

x

a

a

x

l

l

l

l

l

l


(1)
3. Скласти симплекс-таблицю (див. табл. 13.1), у якій стовпчики відповідають вільному члену і вільним змінним, рядки відповідають базисним змінним, останній рядок використовується для запису коефіцієнтів цільової функції Z. Усі початкові значення коефіцієнтів заносяться в лівий верхній кут відповідної їм клітини.

Зауваження. Знаки коефіцієнтів при вільних змінних у симплекс-таблиці вказуються з урахуванням того, що загальний мінус, що у таблиці не відбивається, уже винесений за дужки, тому знаки коефіцієнтів 
у клітинах таблиці будуть протилежні реальним, тобто  так, як наведено 
в дужках у рівняннях (1).

4. Вибрати генеральний елемент (a( k ). Для цього:

а) у рядку цільової функції Z знайти додатний (с k > 0) коефіцієнт  при вільній змінній (xk); 

б) потім  у стовпчику обраного коефіцієнта (с k > 0) переглянути усі рядки таблиці (базисні змінні) і знайти додатні коефіцієнти (ai k > 0). Для кожного такого рядка в останню колонку симплекс-таблиці записати частку від ділення (ai /ai k); 

в) серед отриманих елементів останньої колонки вибрати мінімальний елемент. Виділити генеральний елемент – a( k на перетинанні рядка 
з обраним мінімальним елементом і стовпчика з коефіцієнтом (с k > 0) при вільній змінній (xk) у рядку цільової функції Z .
Якщо генеральний елемент знайдений, варто перейти до пункту 5.

Якщо в рядку цільової функції існують (с k > 0), проте в їх колонках генерального елемента немає, тобто  усі (ai k < 0) і збільшення вільної змінної (xk) призведе до необмеженого зменшення цільової функції, то даний базис є допустимим, проте оптимального розв’язання не існує, тому що область допустимих розв’язань не обмежена в напрямку зменшення значення цільової функції Z . Варто припинити розрахунки, для чого перейти до пункту 7.
Якщо усі коефіцієнти в рядку цільовій функції недодатні (с k ( 0), 
то даний базисний  набір є оптимальним розв’язанням ОЗЛП. Варто перейти до пункту 7.

5. Підготувати дані для перетворення симплекс-таблиці:
а) у клітині генерального елемента критичної базисної змінної (x( ) знайти величину 
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, обернену до генерального елемента і записати її в нижній правий кут цієї ж клітини; 

б) у рядку генерального елемента усі коефіцієнти (крім генераль-ного) помножити на (λ) ( (
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) і записати в правий нижній кут своєї ж клітини в симплекс-таблиці. Виділити дужкою старе значення;

в) у стовпчику генерального елемента усі коефіцієнти стовпчика (крім генерального) помножити на (– λ ) і записати в правий нижній кут своєї ж клітини в симплекс-таблиці: 
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. Виділити дуж-кою нове значення;

г) інші коефіцієнти, що не знаходяться у рядку або в стовпчику генерального елемента. Кожну таку клітину (i, j) спроектувати на рядок 
і стовпчик генерального елемента. Із стовпчика генерального елемента взяти нове число (виділено дужкою в нижній частині клітини), із рядка генерального елемента взяти старе число (виділено дужкою у верхній частині клітини), ці числа перемножити і записати в нижню праву частину клітини (i, j): 




   –λ∙ai k∙a( j .
6. Перейти від старої до нової симплекс-таблиці і до нового набору базисних і вільних змінних:

а) значки базисної (x( ) і вільної змінної (xk) у новій таблиці поміняти місцями;

б) у рядку і у стовпчику генерального елемента в новій таблиці 
у верхній лівий кут занести значення коефіцієнтів, що розташовувалися 
у правому нижньому куту старої таблиці;

в) в інших клітинах у лівий верхній кут записати число, яке дорівнює сумі чисел у цій клітині в старій таблиці.
Перейти до пункту 4 алгоритму.

7. Сформувати результат розв’язання ОЗЛП. 

Якщо розв’язання знайдено, то прирівняти усі вільні змінні до нуля, знайти оптимальне базисне розв’язання і оптимальне значення цільової функції Z, отримане на q-му кроці розв’язання:
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Якщо розв’язання не знайдене за однією із причин (несумісність системи рівнянь, необмеженість області допустимих розв’язань), то сформувати діагноз причин відсутності розв’язання. Кінцеві розрахункові вирази для нової симплекс-таблиці наведені у формулах (2).
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Таблиця 13.1.

Симплекс-таблиця, принцип формування
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8. Спосіб відшукання початкового допустимого базисного розв’язання використовує роботу із симплекс-таблицею. Для цього початкова ОЗЛП:
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змінюється еквівалентною, у якій обмеження-рівності подаються як додаткові змінні, що задовольняють умові невід’ємності:
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(4)

Дописавши внизу симплекс-таблиці цільову функцію: 
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, знаходиться розв’язання еквівалентної задачі ( f ( min; ξ i = 0, i = 1, 2, …, m ) і одночасно цільова функція Z виражається через допустимий базис. Тому що у вихідному базисному розв’язанні еквівалентної задачі усе ξ i = аi ( 0, 
а симплекс-алгоритм на кожному кроці забезпечує перехід тільки до допустимого базисного розв’язання, то кінцеве базисне розв’язання еквівалентної задачі (24) буде допустимим завжди. Відзначимо, що кількість кроків симплекс-алгоритму, як правило, збігається з числом рівнянь-обмежень. 

Сумісною буде початкова система обмежень, якщо в точці закін-чення пошуку допустимого базисного розв’язання допоміжна цільова функція і допоміжні змінні виявляться рівними нулю, тобто:
min f = 0; 

 ξ i = 0,    1 ( i ( m.

Далі відкидається рядок допоміжної цільової функції, яка (допоміжна цільова функція) дорівнює нулю, і відкидаються стовпчики змінних ξ i, уведених до складу вільних змінних. Розв’язання ОЗЛП за допомогою симплекс-алгоритму продовжується до одержання кінцевого результату.
Алгоритм розв’язання транспортної задачі методом потенціалів

Послідовність дій при розв’язанні транспортної задачі методом потенціалів може включати такі основні  етапи.

1. Побудувати опорний план перевезень (xij ) методом “північно-західного кута” і забезпечити в ньому наявність рівно  ( m + n – 1 ) базисних клітин (див. табл. 13.2).
2. Визначити систему платежів (αi, βj), виходячи з того, що для базисних клітин псевдовартості дорівнюють вартостям, тобто:  
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Так як число шуканих платежів на одиницю менше числа рівнянь (числа базисних клітин), то один із платежів можна призначити рівним нулю, звичайно уважають α1 = 0. Знайдені платежі занести в останню колонку (αi) 
і в останній рядок (βj) транспортної таблиці відповідно. 

3. Підрахувати і занести значення псевдовартостей 
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у лівий верхній кут кожної вільної клітини.
4. Перевірити оптимальність плану за ознакою виконання нерів-ностей (
[image: image30.wmf]ij
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 ) для усіх вільних клітин. Якщо план оптимальний, 
то розв’язання отримане.
5. Побудувати цикл для вільної клітини, для якої псевдовартість перевищує вартість (
[image: image31.wmf]ij

ij

c

c

³

 ), усі вершини якого (циклу) лежать у базисних клітинах, а одна вершина – у даній вільній клітині. Виконати перекидання вантажу за цим циклом з одночасним переведенням даної вільної клітини в базисні. Перейти до п. 2.
Таблиця 13.2

Формулювання і принцип розв’язання транспортної задачі методом потенціалів

Пункти від-правлення
Пункти призначення
Запаси
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