1. ЛІНІЙНА  АЛГЕБРА
1.1. Елементарні поняття лінійної алгебри
1.1.1. Системи координат на прямії, у площині 
та у просторі
Числова вісь
Числовою віссю (або віссю координат) називається пряма лінія 
(див. рис. 1.1), на якій:

а) вибрана точка початку координат (позначається буквою “О ”);

б) вказано позитивний напрямок відліку (звичайно зліва направо або знизу вгору);

в) вибрана одиниця довжини (одиниця масштабу).
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Відрізком АВ на числовій осі називають ділянку осі, обмежену точками “А” і “B”, що знаходяться на цій осі.

Довжиною відрізка АВ називається позитивне число LAB, яке одержали в результаті вимірювання відстані між точками “А” і “B” за допомогою обраної одиниці довжини (масштабу).

Координатою точки М називається довжина відрізка ОМ, але узята 
зі знаком, що враховує напрямок відліку від початку координат. Для вказівки негативного напрямку береться знак мінус, позитивного – знак плюс. 

Факт наявності координати “x” у точці М записується так: М(х). Для точок на рис. 1.1 їх координати можна записати: А( – 3), О(0), B(4), М(х).

Довжину (LAB) відрізка AB можна визначити, використовуючи координати точок А(ха ) і У(хb), як модуль різниці їх координат:

LAB = | хb – хa | = | хa – хb | = | 4 – (–3) | = | –3 – 4 | = 7.

Кожній точці на числовій осі відповідає визначене дійсне число “x” 
і навпаки, кожному дійсному числу “x” відповідає визначена точка 
на числовій осі, координата якої (точки) дорівнює цьому числу “x”.

Отже, між множиною усіх дійсних чисел і множиною усіх точок на числовій осі існує взаємно однозначна відповідність, що дозволяє вважати числову вісь моделлю множини дійсних чисел. 

Відзначимо, що математичне поняття “точка” не має розмірів (довжини, площі або об’єму), тому на будь-якому відрізку АВ із ненульовою довжиною LAB > 0 можна розмістити необмежену (нескінченно велику) кількість точок.

Прямокутні координати на площині

На площині через точку початку координат осі Ох перпендикулярно осі Ох проведемо другу числову вісь Oy із такою ж одиницею масштабу, як на осі Ох (рис. 1.2). 

Прямокутною (декартовою) системою координат (Oxу) називається упорядкована пара пересічних взаємно перпендикулярних числових осей Ox і Oy. 

Початком координат є точка О.
Віссю абсцис називають вісь Ох.
Віссю ординат називають вісь Оу.
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Кожній точці М у площині прямокутної системи координат (Oxу) буде відповідати вже два числа – абсциса “х”, наприклад номер кварталу звітного періоду, і ордината “у”, наприклад – прибуток який одержало підприємство за цей період, що записується так: М(х, у). На першому місці ставлять значення абсциси точки, а на другому – значення її ординати.

 Рис. 1.2. Поняття “прямокутні координати” на площині

Знаходяться значення координат (х, у) шляхом проектування точки М на кожну вісь. Для чого з точки М опускається перпендикуляр на вісь абсцис Ох (перпендикуляр перетинається з віссю Ох у точці М1), і перпендикуляр на вісь Оу (перпендикуляр перетинається з віссю Оу в точці М2). Точці М1 відповідає визначене число “х”, а точці М2 – визначене число “y”.

Отже, будь-яка точка М у плоскій системі координат визначає два дійсних числа “х” і “у”, що називаються координатами точки М у системі координат Оху. І навпаки, кожна упорядкована пара (х, у) дійсних чисел може визначати єдину точку М(х,у) на площині Оху. 

Прямокутні координати у просторі трьох координат

Перпендикулярно площині Оху (див. рис. 1.2) через точку початку координат проведемо третю числову вісь Oz із такою ж одиницею масштабу, як на осях Ох і Оу (див. рис. 1.3). Ці три осі, що утворять прямокутну (декартову) систему координат у просторі, умовно подано на рис. 1.3 і, стосовно до цього рисунка, дозволяють визначити основні елементи тривимірної системи координат.

Осями координат називаються осі Ох, Оу, Оz.

Координатними площинами називаються площини Оху, Охz, Oyz.
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 Рис. 1.3. Поняття “прямокутні координати” у просторі

Точкою початку координат називається точка “О”.

Кожній точці М тривимірного простору ставлять у відповідність три дійсних числа (x, y, z), що є (див. рис. 1.3) координатами точок М1, М2, М3 перетинання відповідних осей (Ох, Оу, Оz) із площинами, паралельними координатним і такими, що проходять через точку М. Наприклад, 
“х”– номер кварталу звітного періоду, “у” – прибуток, який отримало підприємство за цей період, “z” – кількість відкритих філій підприємства.

Отже, будь-яка точка М тривимірного простору визначає три упорядковані дійсних числа (x, y, z), що називаються координатами точки М. Факт наявності координат (x, y, z) у точки М записують аналогічно розглянутому двомірному випадку: М(x, y, z).

Справедливо й протилежне твердження – якщо задана довільна трійка упорядкованих дійсних чисел (x, y, z), то вона визначає єдину точку М у тривимірному просторі, координати якої будуть мати значення (x, y, z) цих дійсних чисел.
1.1.2. Векторні n-вимірні простори. Поняття n-вимірного вектора і n-вимірного векторного простору
Кількісні одиниці (величини), що використовує людина, можуть виражатися одним числом і характеризувати одну властивість аналізованого об’єкта, наприклад денна виручка магазину. Такі величини називаються скалярними або коротше – скаляри.

Проте більшість об’єктів у соціальній сфері й в економіці мають де-кілька властивостей, що представляють інтерес і мають чисельне вираження. Так, працівник підприємства може характеризуватися віком, зростом, вагою, рівнем кваліфікації, продуктивністю при виконанні конкретних робіт та ін. Номенклатура продукції підприємства, наприклад меблевої фабрики, може включати декілька найменувань: стільці, крісла, столи, шафи. Тоді добовий випуск продукції фабрики буде характеризуватися набором чотирьох чисел (100, 50, 35, 80), поданих у порядку нагадування номенклатури виробів: стільців – 100, крісел – 50, столів – 35, шаф – 80.
Векторною величиною (вектором) називається упорядкований набір чисел, що може позначатися символом зі стрілкою, наприклад так: 


[image: image626.bmp].

Компонентами вектора (координатами) називаються числа, що становлять вектор. 

Ці числа можуть бути позначені у вигляді упорядкованої послідовнос-ті символів і записані у вигляді стовпчика або рядка компонент, наприклад так:                                               (a1, a2, …, an,). 

Зміст кожної компоненти визначає людина – споживач інформації, але самі компоненти є об’єктами математики і можуть бути перетворені відповідно до її законів для одержання нових даних для людини – споживача цієї інформації.

У результаті запис вектора у формі рядка набуває вигляд:
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 = (a1, a2, …, an).

Розмірністю вектора 
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 називають кількість (n) його компонент. 

Запис вектора у вигляді рядка більш зручний при викладенні і далі буде використовуватися частіше. Зміст кожної компоненти визначає людина, споживач інформації, проте самі числа-компоненти вектора можна перетворювати для одержання зведень, використовуючи відомі об’єктивні закони. 

Для розглянутого прикладу меблевої фабрики вектор параметрів має розмірність (n = 4) і може бути записаний у формі:
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 = (100, 50, 35, 80).

Іншим суттєвим прикладом вектора може слугувати склад номенклатури (n) і кількість (аi , i = 1, 2, …, n) ресурсів, що витрачається для випуску однієї одиниці продукції конкретного типу, наприклад однієї шафи.
Нульовим називається такий вектор, у якого усі координати дорів-нюють нулю. Цей вектор має спеціальне позначення 
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 = ( 0, 0, …, 0) 
або просто 0. 

Рівними уважаються вектори 
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 = (a1, a2, …, an) і 
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 = (b1, b2, …, bn), якщо рівні їх відповідні координати. Тобто рівність 
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 = 
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 еквівалентна системі числових рівностей (аi = bi; i = 1, 2, …, n).

Залежно від розмірності (кількості координат вектора) розрізняють одновимірні (n = 1), двовимірні (n = 2), тривимірні (n = 3) і n-вимірні (n >3) вектори.

Геометрично вектор (
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 ) може зображатися точкою з координатами (a1, a2, …, an) або спрямованим відрізком (
[image: image11.wmf]OM

 ) від початку координат 
у точку М з координатами (a1, a2, …, an). Для n ( 3 зображення вектора 
у вигляді точки подано на розглянутих рисунках (див. рис. 1.1–1.3), для тієї ж розмірності зображення вектора у вигляді спрямованого відрізка подано 
на рис. 1.4.

Векторним n-вимірним простором називається сукупність усіх 
n-вимірних векторів. 
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1.1.3. Лінійні операції та залежність векторів
Якщо подати вектор як характеристику сукупності властивостей одного об’єкта, то виявляється, що: 

1) при аналізі можна оперувати не з кожним окремим параметром кожного об’єкта, а з усіма параметрами всіх об’єктів відразу, скорочуючи час аналізу і кількість помилок, що виникають; 

2) можна за даними про одні об’єкти одержувати (“обчисляти”) відомості про інші об’єкти, якщо ці об’єкти задовольняють деяким вимогам.

Розглянемо систему понять і операцій над векторами.
Лінійні дії над векторами
Лінійними операціями (діями) над векторами називаються операції множення вектора на число і додавання векторів.

1. Добутком вектора 
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 = (a1, a2, …, an)  на число k називається вектор k
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 який знаходиться шляхом множення кожної компоненти вектора 
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 на число k:

k
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 = 
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k =  (ka1, ka2, …, kan).

Протилежним вектору 
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 називається вектор  – 
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 = ( –1) 
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 .
2. Сумою векторів 
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 = (a1, a2, …, an)  і  
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 = (b1, b 2, …, bn) називається вектор 
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 + 
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, що знаходиться шляхом додавання відповідних компонент векторів 
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 і 
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:
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 + 
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 = (a1 +  b1, a2 + b2, …, an + bn).

Під різницею векторів 
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 і 
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 розуміється вектор 
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Наслідком розглянутих добутку вектора на число і суми векторів 
є справедливість наступної рівності:

k1
[image: image31.wmf]a
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 + k2
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 = (k1a1 + k2b1, k1a2 + k2b2, …, k1an +  k2bn),

де k1 і k2 – будь-яке дійсне число, 
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 і 
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 – довільні n-вимірні вектори.

Лінійним n-вимірним простором називається сукупність усіх n-вимірних векторів з операціями множення на число і додавання векторів. Для позначення n-вимірного простору використовується символ Rn.

Найпростішим прикладом використання лінійних дій може бути задача оцінки необхідних об’ємів ресурсів для випуску продукції. Так, якщо для випуску однієї одиниці продукції конкретного виду, наприклад одного крісла, необхідна витрата n видів ресурсів, що описуються вектором 
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 = (a1, a2, …, an), то для випуску k одиниць цієї продукції буде потрібно затратити всіх ресурсів у k разів більше:

(ka1, ka2, …, kan) = k
[image: image36.wmf]a
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.

Якщо для випуску однієї одиниці продукції другого виду, наприклад однієї шафи, необхідна витрата тих же n видів ресурсів, що описуються вектором 
[image: image37.wmf]b
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 = (b1, b2, …, bn), то загальні витрати ресурсів на випуск однієї одиниці першого і однієї одиниці другого виду виробів складуть: 

(a1 +  b1, a2 +  b2, …, an +  bn) = 
[image: image38.wmf]a
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 + 
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 .

Якщо потрібно випустити k1 одиниць продукції першого типу (наприклад, крісел) і k2 одиниць продукції другого типу (наприклад, шаф), 
то необхідні витрати усіх ресурсів будуть описуватися вектором:

(k1a1 + k2b1, k1a2 + k2b2, …, k1an + k2bn) = k1
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 + k2
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.

Властивості лінійних операцій над векторами, що випливають із визначення лінійних дій над векторами і властивостей дійсних чисел (позначені – k, k1, k2), містять:
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Відзначимо, що в просторі R2 вектор (спрямований відрізок) 
[image: image50.wmf]AB

, початок якого збігається з точкою А(a1, a2), а кінець – із точкою В(b1, b2), 
у координатній формі (див. рис. 1.5) записується так: 
[image: image51.wmf]AB

 = (b1 – a1, b2 – a2). Аналогічний запис вектора в просторі R3 для точок А(a1, a2, a3) 
і В(b1, b2, b3) має вигляд: 
[image: image52.wmf]AB

 = (b1 – a1, b2 – a2, b3 – a3).
Далі, за аналогією з дво- і тривимірними векторами, для зручності, будемо інтепретувати n-вимірний вектор 
[image: image53.wmf]a

r

 = (a1, a2, …, an), як точку А 
n-вимірного векторного простору із координатами (a1, a2, …, an): А(a1, a2, …, an). У такому випадку вектор 
[image: image54.wmf]AB

, що визначений точками А(a1, a2, …, an) і В(b1, b2, …, bn), буде мати вигляд:


[image: image55.wmf]AB

 = (b1 – a1, b2 – a2, …, bn – an).

1.1.4. Лінійна залежність і незалежність векторів
За інформацією, що міститься в одних векторах, можна одержувати дані про інші вектори, якщо між ними існує залежність. 

Лінійною комбінацією n-вимірних векторів 
[image: image56.wmf]m
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 називається вираз, що має вигляд:
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де k1, k2, …, km– дійсні числа, що є коефіцієнтами цієї лінійної комбінації.

Розглянемо два визначення лінійної залежності векторів. 

1. Лінійно залежними називаються вектори 
[image: image58.wmf]m
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 у випадку, коли існують такі числа k1, k2, …, km, не усі одночасно дорівнюють нулю, що 
[image: image59.wmf]0
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. Якщо ця рівність може виконуватися тільки за умови, якщо k1 = 0; k2 = 0; …; km = 0, тобто, коли усі числа k1, k2, …, km дорівнюють нулю, то вектори 
[image: image60.wmf]m
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 називаються лінійно незалежними. Якщо, наприклад k1 ( 0, то знаходимо залежність:
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Іноді користуються іншим визначенням лінійної залежності векторів. 

2. Лінійно залежними називаються вектори 
[image: image62.wmf]m
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 тоді, коли хоча б один із них є лінійною комбінацією інших векторів. В іншому випадку вектори 
[image: image63.wmf]m
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 називаються лінійно незалежними. 

Обидва ці визначення еквівалентні. 

Із визначення лінійної залежності векторів випливає ряд стверджень. Відзначимо два з таких ствердження.

1. Якщо серед векторів 
[image: image64.wmf]m
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 є хоча б два однакових вектори, наприклад (
[image: image65.wmf]1
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), то ці вектори лінійно залежні. Дійсно, достатньо взяти коефіцієнти при цих векторах, наприклад ki = – ki + 1 однаковими 
за модулем, але з протилежними знаками, а всі інші коефіцієнти рівними нулю, то виникне рівність: 
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звідки випливає лінійна залежність векторів відповідно до першого визначення. 

2. Якщо вектори 
[image: image67.wmf]m
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 лінійно незалежні, то будь-яка їх часткова сукупність (підсистема) також лінійно незалежна.

Розглянемо геометричну інтерпретацію лінійної залежності векторів у тривимірному просторі R3.

Якщо два вектори 
[image: image68.wmf]a

r

і 
[image: image69.wmf]b
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 лінійно залежні, то, відповідно до другого визначення, маємо рівність:
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яка означає, що вектори 
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[image: image72.wmf]b
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 колінеарні (паралельні один одному). Справедливо й зворотне твердження – якщо вектори 
[image: image73.wmf]a
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 і 
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 колінеарні, 
то вони лінійно залежні, тобто пов’язані лінійним співвідношенням:
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(1.1)

Відзначимо важливий висновок рівняння (1.1). Кожний вектор можна навести своїми координатами 
[image: image76.wmf](
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, тому рівність (1.1) означає, що:
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Іншими словами, у колінеарних векторів однойменні координати пропорційні.

Зокрема, для двох колінеарних векторів у просторі трьох координат:
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Тоді з рівняння (1.1) випливає вираз, що далі виявиться одним 
із варіантів рівняння прямої лінії в просторі R3: 
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Розглянемо тепер три лінійно залежних вектори 
[image: image81.wmf]1
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. Виявляється, що лінійно залежні вектори завжди компланарні, тобто знаходяться в одній або в паралельних площинах.

Дійсно, із лінійної залежності векторів 
[image: image84.wmf]1
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 випливає, що хоча б один із них, наприклад 
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, є лінійною комбінацією інших, тобто:
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Віднесемо вектори 
[image: image89.wmf]1
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 до одного початку і проведемо через ці вектори площину. Тоді вектори k1 
[image: image91.wmf]1
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 і k2 
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 будуть також знаходитися в цій площині. Отже, і сума векторів k1 
[image: image93.wmf]1
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 і k2 
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 буде знаходитися в цій же площині. Тому всі три лінійно залежних вектори  
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Виявляється, що умова компланарності векторів 
[image: image98.wmf]1
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 є не тільки необхідною, але і достатньою умовою їх лінійної залежності. 

Дійсно, якщо вектори 
[image: image101.wmf]1
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 компланарні, то після переносу їх до спільного початку вони виявляться в одній площині (див. рис. 1.6, А). Далі, завжди можна підібрати такі коефіцієнти k1 і k2, при яких вектор 
[image: image104.wmf]3
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 виявиться діагоналлю паралелограма (див. рис. 1.6, Б), у якому вектор 
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, що дозволяє стверджувати про наявність лінійної залежності розглянутих векторів 
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Отже, необхідною і достатньою умовою лінійної залежності трьох векторів у просторі R3 є їх компланарність.

Розглянемо питання про покоординатну форму запису умови лінійної залежності векторів у просторі Rn.

Нехай задані лінійно залежні n-вимірні вектори:


[image: image111.wmf]1

a

r

 = (а11, а21,…, аn1); 
[image: image112.wmf]2
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 = (а12, а22,…, аn2); …; 
[image: image113.wmf]m
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= (а1m, а2m,…, аn m).

Тоді існують деякі числа k1, k2, …, km, серед який є відмінні від нуля, але такі, для яких лінійна комбінація векторів дорівнюватиме нулю:
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[image: image598.wmf]1
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Уявимо цю рівність у розгорнутому вигляді, записуючи, для зручності, вектори у вигляді векторів-стовпчиків:
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звідки випливає, що:
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(1.2)

Отже, питання про лінійну залежність векторів зводиться 
до питання: чи існує ненульове розв’язання системи рівнянь (1.2), тобто чи існує набір чисел k1, k2, …, km, серед який є відмінні від нуля, що задовольняють системі рівнянь (1.2)?

Отже, якщо в системи рівнянь (1.2) існує ненульове розв’язання, 
то вектори 
[image: image117.wmf]m
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 – лінійно залежні, якщо ж у системи рівнянь (1.2) існує тільки нульове розв’язання: k1 = k2 = …= km = 0, то вектори 
[image: image118.wmf]m
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 – лінійно незалежні.

Приклади:

1. Досліджувати на лінійну залежність/незалежність вектори 
[image: image119.wmf])
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[image: image122.wmf]a
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 = (а1, а2,…, аn).
Розв’язання. Через очевидну рівність:
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система векторів 
[image: image124.wmf]a
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 – лінійно залежна.

Нагадаємо, що в курсі шкільної математики для векторів (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) використовувалися позначення 
[image: image125.wmf])
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. Довільний вектор 
[image: image128.wmf])
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 тривимірного простору (див. рис. 1.7) при необхідності записувався так : 
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2. Досліджувати на лінійну залежність/незалежність набір векторів 
[image: image130.wmf]1
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 = (0, 1, 1, …, 1), …, 
[image: image132.wmf]n
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Розв’язання. У даному випадку система рівнянь (1.2) має вигляд:
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Тобто ki = 0, отже, вектори 
[image: image134.wmf]1
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 лінійно незалежні.

3. Довести, що якщо вектор 
[image: image137.wmf]u
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 може бути поданий у вигляді лінійної комбінації лінійно незалежних векторів 
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то коефіцієнти k1, k2,…, km  у цьому уявленні визначені однозначно.
Доведення. Припустимо протилежне, тобто, що вектор 
[image: image140.wmf]u
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 має два зображення:
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Віднімаючи з першої рівності другу, одержимо:
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Вектори 
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 лінійно незалежні, тому їх лінійна комбінація дорівнюватиме нулю тільки за умови:

α1 – β1 = 0;   α2 – β2 = 0;   … ;   αm – βm = 0,

звідки випливають шукані рівності:

α1 = β1;    α2 = β2 ;  … ;    αm = βm .

Розкладанням вектора 
[image: image147.wmf]u
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 на вектори 
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 називається зображення вектора 
[image: image149.wmf]u
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 у вигляді лінійної комбінації векторів 
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Коефіцієнти k1,  k2, …, km у цьому зображенні визначені однозначно.

4. Знайти розкладання вектора 
[image: image152.wmf])
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[image: image154.wmf])
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Розв’язання. Розкладання вектора 
[image: image155.wmf]u
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 на вектори 
[image: image156.wmf]1
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 і 
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 у даному випадку буде мати вигляд: 
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. Для визначення значень коефіцієнтів розкладання k1 і k2 зрівняємо однойменні координати з лівої та правої частин даної рівності та одержимо систему рівнянь:
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 ( k1 = –1; k2 = 4 ; ( 
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Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке числова вісь, відрізок, координата точки? Як знайти довжину відрізка на числовій осі? Скільки точок уміщає числова вісь, скільки точок може бути розміщено на відрізку числової осі?

2. Сформулюйте поняття системи координат на прямій, у площині 
і у просторі. Що таке координатна площина? Як знайти координати точки на площині?

3. Що таке векторна величина, компоненти вектора? Яким може бути фізичний зміст компоненти вектора? Що таке розмірність вектора? 
Як можна записати вектор? Як можна установити факт рівності двох векторів і в якому випадку можна стверджувати рівність двох векторів?

4. Як можна зобразити вектор на площині, у тривимірному 
і у n-вимірному просторі? 

5. Які операції над векторами називаються лінійними? Що таке лінійний n-вимірний простір і як позначається такий простір у літературі?

6. Якими властивостями володіють лінійні операції над векторами?

7. У якому випадку система n-вимірних векторів є лінійно залежною, 
а в якому – лінійно незалежною? Що таке колінеарність, компланарність векторів і як ці властивості пов’язані з лінійною залежністю векторів? 

8. Що таке лінійна комбінація n-вимірних векторів?

9. Як взаємопов’язані координати лінійно залежних векторів у тривимірному просторі? Як можна установити факт лінійної залежності або незалежності системи n-вимірних векторів?

1.1.5. Скалярний добуток векторів і його застосування
Скалярним добутком вектора 
[image: image162.wmf]a

r

 = (a1, a2, …, an) і вектора 

[image: image163.wmf]b

r

 = (b1, b2, …, bn) називається число, що позначається (
[image: image164.wmf]a

r

, 
[image: image165.wmf]b

r

 ) або 
[image: image166.wmf]a
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[image: image167.wmf]b
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 й  визначається  рівністю:

(
[image: image168.wmf]a
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,
[image: image169.wmf]b
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) = 
[image: image170.wmf]a
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∙
[image: image171.wmf]b
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 = a1∙b1 + a2∙b2 + …+ an∙bn.

Надалі для однотипних операцій підсумовування будемо використовувати скорочений запис із зазначенням символу підсумовування ((), індексу підсумовування (i) і границь значень (i = 1,…, m), які “пробігає” індекс підсумовування: 
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Використовуючи цей скорочений запис, скалярний добуток векторів 
[image: image174.wmf]a

r

 і 
[image: image175.wmf]b
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 можна записати коротше:
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Властивості скалярного добутку випливають із визначення скалярного добутку векторів і лінійних дій над векторами:

1) 
[image: image177.wmf](
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  (комутативність);

2) 
[image: image178.wmf](
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3) 
[image: image179.wmf](
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 для будь-яких дійсних чисел k1 і k2;

4) 
[image: image180.wmf](
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  для будь-якого вектора 
[image: image181.wmf]a
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5) 
[image: image182.wmf](
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Нагадаємо деякі відомості про скалярний добуток векторів у просторі R3 зі шкільної математики. 

1. Квадрат довжини вектора 
[image: image183.wmf]a

r

 знайдеться як скалярний добуток вектора 
[image: image184.wmf]a

r

 на вектор 
[image: image185.wmf]a

r

. У цьому випадку кут між векторами дорівнює нулю φ = 0, тоді cos (φ) = 1 і вираз скалярного добутку набуде вигляду:
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звідки довжина (a) вектора 
[image: image187.wmf]a
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 може бути знайдена:    
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2. Скалярний добуток векторів 
[image: image189.wmf]a

r

 і 
[image: image190.wmf]b

r

 дорівнює добутку довжин 
a і b цих векторів (спрямованих відрізків) на косинус кута φ між ними: 
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3. Кут φ між векторами 
[image: image192.wmf]a

r

 = (a1, a2, a3) і 
[image: image193.wmf]b
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 = (b1, b2, b3) визначається як кут 0 ( φ ( π, для якого:       
[image: image194.wmf](
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4. Якщо вектори 
[image: image195.wmf]a
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 і 
[image: image196.wmf]b
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 взаємно перпендикулярні, тобто кут між ними φ = π /2, то cos (φ) = 0 і їх скалярний добуток дорівнює нулю:
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5. Якщо вектор 
[image: image198.wmf]a

r

 = (a1, a2, …, an) утворить із позитивними напрямками осей координат Ох, Оу і Оz кути, рівні відповідно α, β і γ, 
то направляючі косинуси вектора 
[image: image199.wmf]a

r

 дорівнюють:
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6. Відстань між точками А(a1, a2, a3) і В(b1, b2, b3) дорівнює довжині вектора  
[image: image201.wmf](
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У n-вимірному просторі (Rn), за аналогією з тривимірним простором R3, уводяться наступні поняття і визначаються властивості:

1) довжина a вектора 
[image: image203.wmf]a
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 = (a1, a2, …, an): 
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2) кут φ між векторами 
[image: image205.wmf]a
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 = (a1, a2, …, an) і 
[image: image206.wmf]b
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 = (b1, b2, …, bn) визначається як кут 0 ( φ ( π, для якого:   
[image: image207.wmf](
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3) умова ортогональності – ортогональними (взаємно перпендикулярними) називаються вектори 
[image: image208.wmf]a
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 і 
[image: image209.wmf]b
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, якщо (
[image: image210.wmf]a
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 ,
[image: image211.wmf]b
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 ) = 0;

4) відстань між точками А(a1, a2, …, an) і В(b1, b2, …, bn) визначається як довжина 
[image: image212.wmf]AB

 вектора: 


[image: image213.wmf]=
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і часто використовується в додатках, наприклад у кластерному аналізі 
при дослідженні багатовимірних об’єктів у мікро- і макроекономіці.

Приклади.
1. Знайти відстань між точками А(3,  –1, 2, 4, 0, 6) і В(4, 1, –1, 1, 1, 5).

Розв’язання. Із визначення відстань АВ між точками А і В дорівнює довжині вектора 
[image: image215.wmf](
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Тому:
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2. Знайти довжину а вектора 
[image: image217.wmf]n
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, якщо 
[image: image218.wmf]n
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– одиничні вектори, тобто  (m = n = 1), а кут між ними 
[image: image219.wmf](
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Розв’язання. Відомо, що 
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тоді 
[image: image222.wmf]19
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1.1.6. Векторний добуток векторів
Розглянемо вектори тривимірного простору (R3) і для наочності будемо зображати ці вектори у вигляді спрямованих відрізків, як це прийнято в курсі шкільної математики. Припустимо, що в просторі R3 є вектор 
[image: image223.wmf]a

r

 і вектор 
[image: image224.wmf]b
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, які зведені до єдиного початку (див. рис. 1.9, точка “O”).

Векторним добутком вектора 
[image: image225.wmf]a

r

 на вектор 
[image: image226.wmf]b

r

 називається такий вектор 
[image: image227.wmf]g
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, що має наступні властивості:

1) вектор 
[image: image228.wmf]g

r

 перпендикулярний кожному з векторів 
[image: image229.wmf]a

r

 і 
[image: image230.wmf]b

r

 ;

2) вектор 
[image: image231.wmf]g

r

 спрямований так, що якщо дивитися з його кінця, то поворот вектора 
[image: image232.wmf]a

r

 до вектора 
[image: image233.wmf]b
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на найкоротший кут φ відбувається проти годинникової стрілки;

3) вектор 
[image: image234.wmf]g

r

 має довжину g (модуль), яка обумовлена в такий спосіб:

g = a ∙ b ∙ sin φ.

Векторний добуток (
[image: image235.wmf]g

r

) вектора 
[image: image236.wmf]a
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 на вектор 
[image: image237.wmf]b
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 прийнято позначати одним із таких символів:


[image: image238.wmf]g
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= [
[image: image239.wmf]a
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,
[image: image240.wmf]b
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]   або    
[image: image241.wmf]g
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= 
[image: image242.wmf]a
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 ∙ 
[image: image243.wmf]b
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.
Властивості векторного добутку:

1) [
[image: image244.wmf]a

r

,
[image: image245.wmf]b

r

] = – [
[image: image246.wmf]b

r

,
[image: image247.wmf]a

r

], тобто при зміні порядку множення векторів напрямок результуючого вектора змінюється на протилежний;

2) [
[image: image248.wmf]a
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+
[image: image249.wmf]b
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, 
[image: image250.wmf]c
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] = [
[image: image251.wmf]a
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,
[image: image252.wmf]c
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] + [
[image: image253.wmf]b
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,
[image: image254.wmf]c
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];
3) [k1
[image: image255.wmf]a

r

, k2
[image: image256.wmf]b

r

] = k1k2 [
[image: image257.wmf]a

r

,
[image: image258.wmf]b
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] для будь-яких дійсних чисел k1 і k2;

4) [
[image: image259.wmf]a

r

,
[image: image260.wmf]b

r

] = 0, якщо хоча б один із векторів  
[image: image261.wmf]a

r

 або 
[image: image262.wmf]b

r

 є нульовим або якщо ці вектори колінеарні (паралельні один одному);

5) довжина g = a ( b ( sin φ вектора 
[image: image263.wmf]g

r

, що є добутком вектора 
[image: image264.wmf]a

r

 
на вектор 
[image: image265.wmf]b

r

, чисельно дорівнює площі (S ( ) паралелограма (див. рис. 1.9), побудованого на векторах 
[image: image266.wmf]a

r

 і 
[image: image267.wmf]b

r

(тобто  паралелограма, у якого дві сторони паралельні вектору 
[image: image268.wmf]a

r

, а дві інші – вектору 
[image: image269.wmf]b

r

, і довжини сторін паралелограма дорівнюють a і b цих векторів (див. рис. 1.9, Б). Доведення властивостей векторного добутку рекомендується зробити самостійно.

Для одиничних векторів (ортів) 
[image: image270.wmf]i

r

 = (1, 0, 0),  
[image: image271.wmf]j

r

 = (0, 1, 0),  
[image: image272.wmf]k

r

 = (0, 0, 1) можна показати (див. рис. 1.8) правдивість наступних рівностей, поданих у табл. 1.1:

[image: image600.wmf]3

a

r

Таблиця 1.1

Таблиця результатів множення ортів 

1 
[
[image: image273.wmf]i

r

, 
[image: image274.wmf]i

r

] = [ 
[image: image275.wmf]j

r

, 
[image: image276.wmf]j

r

] = [
[image: image277.wmf]k

r

, 
[image: image278.wmf]k

r

] = 0; 

2 
[
[image: image279.wmf]i

r

, 
[image: image280.wmf]j

r

] = – [ 
[image: image281.wmf]j

r

, 
[image: image282.wmf]i

r

] = 
[image: image283.wmf]k

r

; 

3 
[
[image: image284.wmf]j

r

, 
[image: image285.wmf]k

r

] = – [ 
[image: image286.wmf]k

r

, 
[image: image287.wmf]j

r

] = 
[image: image288.wmf]i

r

; 

4 
[
[image: image289.wmf]k

r

, 
[image: image290.wmf]i

r

] = – [ 
[image: image291.wmf]i

r

, 
[image: image292.wmf]k

r

] = 
[image: image293.wmf]j

r

. 

Використовуючи дані табл. 1.1, знайдемо вираз векторного добутку векторів 
[image: image294.wmf]a

r

 = (a1, a2, a3) і 
[image: image295.wmf]b

r

 = (b1, b2, b3) у координатній формі.

Для цього візьмемо до уваги можливість зображення векторів 
[image: image296.wmf]a

r

 і 
[image: image297.wmf]b

r


у вигляді розкладення на систему одиничних ортогональних векторів:


[image: image298.wmf]a

r

 = а1 
[image: image299.wmf]i

r

 + а 2 
[image: image300.wmf]j

r

 + а3 
[image: image301.wmf]k

r

,  


[image: image302.wmf]b

r

 = b1 
[image: image303.wmf]i

r

 + b 2 
[image: image304.wmf]j

r

 + b 3 
[image: image305.wmf]k

r

.
[image: image601.wmf]1

a

r


Потім використовуємо властивості векторного добутку, а також результати множення ортів, які наведені в табл. 1.1, у результаті знаходимо:

[
[image: image306.wmf]a

r

,
[image: image307.wmf]b

r

 ]  = [а1 
[image: image308.wmf]i

r

 + а2 
[image: image309.wmf]j

r

 + а3 
[image: image310.wmf]k

r

,  b1 
[image: image311.wmf]i

r

 + b2 
[image: image312.wmf]j

r

 + b3 
[image: image313.wmf]k

r

]    = 
= а1 b1 [
[image: image314.wmf]i

r

, 
[image: image315.wmf]i

r

] + а1 b2 [
[image: image316.wmf]i

r

, 
[image: image317.wmf]j

r

] + а1 b3 [
[image: image318.wmf]i

r

, 
[image: image319.wmf]k

r

] +

+ а2 b1 [
[image: image320.wmf]j

r

, 
[image: image321.wmf]i

r

] + а2 b2 [
[image: image322.wmf]j

r

, 
[image: image323.wmf]j

r

] + а2 b3 [
[image: image324.wmf]j

r

, 
[image: image325.wmf]k

r

] + 

+ а3 b1 [
[image: image326.wmf]k

r

, 
[image: image327.wmf]i

r

] + а3 b2 [
[image: image328.wmf]k

r

, 
[image: image329.wmf]j

r

] + а3 b3 [
[image: image330.wmf]k

r

, 
[image: image331.wmf]k

r

]   =

= а1 b1 0          + а1 b2 
[image: image332.wmf]k

r

         + а1 b3 (–
[image: image333.wmf]j

r

) +

+ а2 b1 (–
[image: image334.wmf]k

r

)    + а2 b2 0          + а2 b3 
[image: image335.wmf]i

r

 + 

+ а3 b1 
[image: image336.wmf]j

r

         + а3 b2 (–
[image: image337.wmf]i

r

)     + а3 b3 0   = 

= а1 b2 
[image: image338.wmf]k

r

 – а1 b3 
[image: image339.wmf]j

r

 – а2 b1 
[image: image340.wmf]k

r

 + а2 b3 
[image: image341.wmf]i

r

 + а3 b1 
[image: image342.wmf]j

r

 – а3 b2 
[image: image343.wmf]i

r

 =

= (а2 b3 – а3 b2) 
[image: image344.wmf]i

r

 + (а3 b1 – а1 b3) 
[image: image345.wmf]j

r

 + (а1 b2 – а2 b1) 
[image: image346.wmf]k

r

.

Отже, для обчислення векторного добутку векторів 
[image: image347.wmf]a

r

 = (a1, a2, a3) 
і 
[image: image348.wmf]b

r

 = (b1, b2, b3) одержуємо наступну формулу:

[image: image602.wmf]u

r

[
[image: image349.wmf]a

r

,
[image: image350.wmf]b

r

] = (а2 b3 – а3 b2,  а3 b1 – а1 b3,  а1 b2 – а2 b1).

На практиці при обчисленні векторного добутку зручно користуватися наведеною нижче мнемосхемою (див. рис. 1.10), де у верхньому рядку двічі записані координати першого вектора, а в нижньому – другого.

Приклади. 

1. Обчислити векторний добуток векторів 
[image: image351.wmf]a

r

 = (1, 2, –3)  і  
[image: image352.wmf]b

r

 = (2, –1, 4).
Розв’язання. У даному випадку, використовуючи мнемосхему обчис-лення векторного добутку (див. рис. 1.10), знаходимо:
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2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image354.wmf]a

r

= 2
[image: image355.wmf]m

r

+ 3
[image: image356.wmf]n

r

 і 
[image: image357.wmf]b

r

= 3
[image: image358.wmf]m

r

–  4
[image: image359.wmf]n

r

, за умови коли 
[image: image360.wmf]m

r

 і 
[image: image361.wmf]n

r

 – вектори, що мають модулі відповідно m = 1, n = 2, а кут між ними φ (
[image: image362.wmf]m

r

, 
[image: image363.wmf]n

r

) = π /6. 
Розв’язання. Спочатку знайдемо явне зображення векторного добутку [
[image: image364.wmf]a

r

, 
[image: image365.wmf]b

r

] через вектори 
[image: image366.wmf]m

r

 і 
[image: image367.wmf]n

r

, помноживши вираз векторів 
[image: image368.wmf]a

r

 і 
[image: image369.wmf]b

r

:

[
[image: image370.wmf]a

r

, 
[image: image371.wmf]b

r

] = [2
[image: image372.wmf]m

r

+3
[image: image373.wmf]n

r

, 3
[image: image374.wmf]m

r

– 4
[image: image375.wmf]n

r

] =


= 6[
[image: image376.wmf]m

r

, 
[image: image377.wmf]m

r

] – 8[
[image: image378.wmf]m

r

, 
[image: image379.wmf]n

r

] + 9[
[image: image380.wmf]n

r

, 
[image: image381.wmf]m

r

] – 12[
[image: image382.wmf]n

r

, 
[image: image383.wmf]n

r

] = 17[
[image: image384.wmf]n

r

, 
[image: image385.wmf]m

r

].

Потім знайдемо шукану площу паралелограма, як модуль векторного добутку [
[image: image386.wmf]a

r

, 
[image: image387.wmf]b

r

], одержимо: 

S( = | [
[image: image388.wmf]a

r

, 
[image: image389.wmf]b

r

] | = | 17[
[image: image390.wmf]n

r

, 
[image: image391.wmf]m

r

] | = 17 ∙ n ∙ m ∙ sin (π/6 ) =17 ∙ 2 ∙ 1 ∙ 1/2 = 17.

1.1.7. Змішаний добуток векторів
Змішаним добутком векторів 
[image: image392.wmf]a

r

, 
[image: image393.wmf]b

r

 і 
[image: image394.wmf]c

r

 називається число γ, яке позначається як γ = 
[image: image395.wmf]a

r



 EMBED Equation.3  [image: image396.wmf]b

r



 EMBED Equation.3  [image: image397.wmf]c

r

,  за абсолютною величиною дорівнює об’єму паралелепіпеда (| γ | = V), побудованого на цих векторах, і обумовлене 
(число γ) формулою:

γ = 
[image: image398.wmf]a

r



 EMBED Equation.3  [image: image399.wmf]b

r



 EMBED Equation.3  [image: image400.wmf]c

r

  = ([
[image: image401.wmf]a

r

 ,
[image: image402.wmf]b

r

 ], 
[image: image403.wmf]c

r

 ).

Для перевірки правдивості цього визначення розглянемо теорему.

Теорема 1. Змішаний добуток некомпланарних (тобто таких, які 
не лежать в одній площині) векторів 
[image: image404.wmf]a

r

, 
[image: image405.wmf]b

r

 і 
[image: image406.wmf]c

r

 за абсолютною величиною дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих векторах.

Доведення. Побудуємо на векторах 
[image: image407.wmf]a

r

, 
[image: image408.wmf]b

r

 і 
[image: image409.wmf]c

r

 паралелепіпед (див. рис. 1.11, А). 

Для подальшого аналізу введемо такі позначення: 


[image: image410.wmf]u

r

 – вектор одиничної довжини, колінеарний (паралельний) вектору [
[image: image411.wmf]a

r

, 
[image: image412.wmf]b

r

] = 
[image: image413.wmf]d

r

 і однаково з ним спрямований (
[image: image414.wmf]осн

S

u

d

×

=

r

r

 ); 

φ – кут між векторами 
[image: image415.wmf]u

r

 і 
[image: image416.wmf]c

r

;

c – довжина вектора 
[image: image417.wmf]c

r

;

Sосн – площа паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image418.wmf]a

r

 і 
[image: image419.wmf]b

r

;

h – висота паралелепіпеда;

V – об’єм паралелепіпеда.

Далі, використовуючи властивості векторного і скалярного добутків векторів, а також відомі співвідношення для характеристик паралелепіпеда (див. рис. 1.11, Б)

c ∙ cos φ = ± h; 
V = Sосн ∙ h = Sосн ∙ c ∙ cos φ,

будемо мати:


[image: image420.wmf]a

r



 EMBED Equation.3  [image: image421.wmf]b

r



 EMBED Equation.3  [image: image422.wmf]c

r

 = ([
[image: image423.wmf]a

r

, 
[image: image424.wmf]b

r

], 
[image: image425.wmf]c

r

) = ( Sосн ∙ 
[image: image426.wmf]u

r

, 
[image: image427.wmf]c

r

) = Sосн ∙ c ∙ cos φ = ± Sосн ∙ h = ± V.

Отже, справедлива рівність:      |
[image: image428.wmf]a

r



 EMBED Equation.3  [image: image429.wmf]b

r



 EMBED Equation.3  [image: image430.wmf]c

r

 | = V.

Теорема доведена.

Висновок. Необхідною і достатньою умовою компланарності трьох векторів є рівність нулю їх змішаного добутку.

[image: image603.wmf]u

r


Приклади.

1. Знайти змішаний добуток векторів 
[image: image431.wmf]a

r

= (3, 2, 1); 
[image: image432.wmf]b

r

= (1, 2, 3); 

[image: image433.wmf]c

r

= (4, 2, 2) і перевірити їх компланарність. 

Розв’язання. На першому кроці знайдемо векторний добуток перших двох векторів, для чого використуємо мнемосхему обчислення векторного добутку (див. рис. 1.10):


[image: image434.wmf][

]

).

4

,

8

,

4

(

)

2

6

,

9

1

,

2

6

(

3

2

1

3

2

1

1

2

3

1

2

3

,

-

=

-

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

b

a

r

r


Потім знайдемо 
[image: image435.wmf][
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Отже, вектори 
[image: image436.wmf]a

r

, 
[image: image437.wmf]b

r

, 
[image: image438.wmf]c

r

 компланарними не є.

2. Обчислити площу (S( ABC) трикутника ABC, якщо відомі координати його вершин: А(3, 1, 5), В(2, 2, 4) і С (0, –1, 3).
Розв’язання. Площа трикутника дорівнює половині площі паралело-грама, побудованого на векторах 
[image: image439.wmf](
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Тоді, використовуючи властивості векторного добутку, шукану площу можна знайти як половину від модуля векторного добутку: 
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Або, з огляду на мнемосхему розрахунку векторного добутку, знаходимо:


[image: image441.wmf][

]

d

AC

AB

r

=

-

=

+

-

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

)

5

,

1

,

4

(

)

3

2

,

2

3

,

2

2

(

2

2

3

2

2

3

1

1

1

1

1

1

,

,
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Тоді шукана площа трикутника виявиться такою, яка дорівнює:


[image: image443.wmf]42
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3. Обчислити об’єм (VABCD) піраміди ABCD, якщо відомі координати 
її вершин: А(3, 1, 5), В(2, 2, 4), С(0, –1, 3) і D(4, 3, 1). Тобто в основі піраміди знаходиться трикутник.

Розв’язання. Скористаємося відомим виразом об’єму піраміди і паралелепіпеда:

Vпрлп = Sосн. ( ∙ h;
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звідки випливає, що об’єм (VABCD) піраміди ABCD дорівнює одній шостій від об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах:
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Для розрахунку об’єму паралелепіпеда (Vпрлп) скористаємося визначенням змішаного добутку і врахуємо той факт, що координати векторного добутку – вектора 
[image: image446.wmf]d

r

 = (–4, 1, 5) уже знайдені в попередньому прикладі. Одержимо: 
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Тоді шуканий об’єм піраміди виявиться рівним:
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4. При якому значенні параметра Z точки А(2, 3, –1), В(1, 1, 3), С(–1, 2, 5) 
і D(0, –1, Z) будуть знаходитися в одній площині?

Розв’язання. Точки A, B, C і D будуть знаходитися в одній площині, якщо будуть компланарні вектори:
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Для цього змішаний добуток відзначених векторів повинен дорівню-вати нулю:
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Векторний добуток перших двох векторів знайдемо з використанням мнемосхеми (див. рис. 1.10):
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Тоді змішаний добуток векторів знайдеться так:
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Для перебування усіх чотирьох точок в одній площині змішаний добуток відзначених векторів повинен дорівнюватися нулю, тобто повинна виконуватися умова:
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звідки знаходимо:  Z = 7.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Як формально записується і як можна знайти скалярний добуток двох векторів? 

2. Якими властивостями володіє скалярний добуток векторів?

3. Як можна знайти довжину вектора, кут між двома векторами? Як знайти відстань між двома точками на площині, у n-вимірному просторі?

4. Що таке векторний добуток векторів у R3? Які властивості вектор-ного добутку?

5. Намалюйте і поясніть мнемосхему розрахунку векторного добутку векторів.

6. Що таке змішаний добуток векторів із геометричної точки зору 
і для чого може використовуватися змішаний добуток векторів?

1.1.8. Поняття рівняння лінії в просторі R2
 (на площині)
Розглянемо площину Oxy, на якій подано деяку лінію і довільну точку М (х, у) цієї лінії (див. рис. 1.12). При переміщенні точки М (х, у) на даній лінії координати (х, у) точки будуть змінюватися, проте, залишаючись пов’язаними між собою деякою умовою, характерною для точок даної лінії.

Таку умову можна записати, використовуючи прийняте позначення функції F(х, у) = 0 – при неявному заданні лінії, або y = f (x) – при явному заданні лінії.

Рівнянням лінії в неявній (явній) формі називається рівняння вигляду F (х, у) = 0  або y = f (x). 

Лінією називається геометричне місце точок на площині, координати яких (точок) задовольняють рівнянню F (х, у) = 0 або y = f (x).
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Складання рівняння лінії полягає в аналітичному записі властивості (взаємозв’язку) координат точок, що належать цій лінії і тільки їй. Такий запис має зв’язувати поточні координати довіль-ної точки цієї лінії з тими постійними величинами, що характеризують точки цієї лінії.

Наприклад, нехай точка С(0, 0) – центр кола, r – радіус кола, а М (х, у) – довільна точка цього кола з поточними координатами х і у (див. рис. 1.13). Відстань до-вільної точки М (х, у) цього кола до центра має дорівнювати радіусу кола r:


[image: image454.wmf]2

2

y

x

r

+

=

.

Якщо піднести обидві частини цієї рівності в квадрат, одержимо x2 + y2 = r2. Отже, координати (х, у) будь-якої точки М(х, у) кола мають задовольняти рівнянню:

x2 + y2 – r2 = 0.

Параметричне завдання лінії
Розглянемо ще один спосіб завдання лінії на прикладі кола (див. рис. 1.14), для якого положення довільної точки М (х, у) характеризується кутом t, що утворить радіус ОМ із позитивною піввіссю Ох. У цьому випадку значення координат точки М (х, у) визначається рівняннями у так званій параметричній формі: 

x = r ∙ cos (t);

y = r ∙ sin (t).

Якщо з цих рівнянь виключити параметр t, наприклад шляхом піднесення рівнянь у квадрат і почленного додавання, то, з огляду на відоме співвідношення ( sin2 t + cos2 t = 1), одержимо рівняння кола з центром на початку координат:

x 2 + y 2 = r 2.

Перетинання двох ліній, заданих рівняннями F1(х, у) = 0, і F2 (х, у) = 0, має місце тоді, коли існує точка, що належить і першій і другій лінії одночасно. 
Ця точка називається точкою перетинання. Координати точки перетинання повинні задовольняти одночасно як першому, так і другому рівнянню.
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Повернемося до прикладу кола (див. рис. 1.13) і знайдемо точки перетинання кола x2 + y2 = r2 із віссю Ох, рівняння котрої (осі Ох) має вигляд: у = 0. Розв’язуючи спільно систему рівнянь x2 + y2 = r2, у = 0, (підставимо значення у = 0 у рівняння кола) знаходимо координати двох точок перетинання цих ліній: ( x = r, у = 0); ( x = – r, у = 0). Отже, коло перетинає вісь Ох (див. рис. 1.14) у точках  А1(–r, у = 0) і А2(r, у = 0).

1.1.9. Пряма лінія в просторі R2 (на площині)
Розглянемо на площині Оху пряму лінію (див. рис. 1.15), що проходить через дві точки А(х1, у1) і В(х2, у2). Нехай х1 ( х2 і у1 ( у2 і нехай М (х, у) – довільна точка цієї прямої лінії. 

Розглянемо вектори:
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Ці вектори знаходяться на одній лінії і тому вони є колінеарними (паралельними і лінійно залежними), у такому випадку їх координати (див. рівняння (1.1) і висновок рівняння (1.1)) пропорційні, тобто
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(1.3)

Отже, координати (х, у) будь-якої точки М(х, у) цієї прямої лінії задовольняють рівнянню (1.3) і тому рівняння (1.3) є рівнянням прямої лінії, що проходить через точки А(х1, у1) і B(х2, у2). 

Рівняння прямої лінії може бути записане в різних формах.

Рівнянням прямої лінії, що проходить через дві точки, на площині називається рівняння:
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(1.4)

Аналогічно в просторі R3 канонічним рівнянням прямої лінії називається рівняння:
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Приклад. Нехай точки мають координати А(1, 3) і B(2, –1), тоді рівняння (1.4) набуде вигляду:
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   або  4х + у – 7 = 0.

Зауваження. Якщо х1 = х2 (або у1 = у2), то рівнянням прямої лінії, яка проходить через точки А(х1, у1) і B(х2, у2), буде рівняння х = х1, (або у = у1). Це рівняння прямої лінії, яка паралельна осі Оу (або Ох відповідно).

Кутом нахилу прямої лінії до осі Ох називається той кут φ, на який необхідно повернути вісь Ох проти годинникової стрілки, щоб вона співпала з даною прямою лінією (див. рис. 1.16).

Кутовим коефіцієнтом прямої лінії називається тангенс кута нахилу прямої лінії до осі Ох. Кутовий коефіцієнт характеризує напрямок прямої лінії. Якщо кутовий коефіцієнт дорівнює нулю, то пряма паралельна осі абсцис Ох.
Для переходу від рівняння прямої лінії, що проходить через дві точки А(х1, у1) і B(х2, у2), до іншої форми запису розв’яжемо це рівняння (1.4) щодо змінної у:
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(1.5)

Позначимо:   
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Тоді рівняння (1.5) набуде вигляду:                   y = kx + b.
(1.6)

З’ясуємо зміст коефіцієнтів k і b в рівнянні (1.6). 

Як бачимо з рис. 1.17, k = tg φ. Далі знайдемо точку С перетинання прямої лінії (1.6) із віссю Оу. Для цього розв’яжемо спільно систему рівнянь: y = kx + b;  x = 0. Для точки С одержимо значення координат x = 0; y = b, тобто С(0, b).
Отже, у рівнянні (1.6) параметр k є кутовим коефіцієнтом прямої лінії; параметр b – ординатою точки перетинання прямої лінії з віссю Оу, що дозволяє сформулювати таке визначення.
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Рівнянням прямої лінії з кутовим коефіцієнтом називається рівнян-ня вигляду:
y = k x + b.




(1.7)

Так, рівняння прямої лінії, що нахилена до осі Ох під кутом 45о 
і перетинає вісь Оу в точці С(0, –2), буде мати вигляд: y = x – 2.

Загальним рівнянням прямої лінії називається рівняння першого ступеня щодо x і y :

Аx + By + С = 0.




(1.8)

Тут А, B і С – довільні числа, із яких А і B не дорівнюють нулю одночасно, тобто А2 + B2 ( 0.

Кут між двома прямими лініями в просторі R2
Розглянемо дві прямі лінії (I) і (II), подані на рис. 1.18 і задані рівняннями: 

y = k1 x + b1;
(I) 


y = k2 x + b2.

(II)

Кутом між прямими лініями (I) і (II) називається кут θ, на який потрібно повернути проти годинникової стрілки пряму лінію (I), щоб вона співпала з прямою лінією (II). Якщо прямі лінії (I) і (II) паралельні, то кут між ними вважається таким, що дорівнює нулю  (θ = 0).

Позначимо через φ 1 і φ 2 відповідно кути нахилу прямих ліній (I) і (II) до осі Ох. У такому випадку θ = φ2 – φ1, тому:
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Беручи до уваги, що tg φ1 = k1, і tg φ2 = k2, останню рівність можна записати:
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Зауваження 1. Якщо одна з даних прямих ліній паралельна осі Оу, то формула (1.9) не має сенсу. У цьому випадку (див. рис. 1.19), θ = π / 2 – φ1 або (див. рис. 1.20)   θ = π / 2 + φ2. 
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Зауваження 2. (Необхідна і достатня умова паралельності двох прямих ліній). Для паралельності прямих ліній необхідно і достатньо, щоб їх кутові коефіцієнти були рівні, тобто k1 = k2. Дійсно, якщо прямі лінії паралельні, то їх кутові коефіцієнти рівні, тобто k1 = k2. І навпаки, нехай k1 = k2. Тоді, відповідно до формули (1.9), tg θ = 0, тобто θ = 0, а це означає, що прямі лінії паралельні.

Зауваження 3. (Необхідна і достатня умова взаємної перпендикулярності двох прямих ліній). Для перпендикулярності прямих ліній необхідно і достатньо, щоб добуток їх кутових коефіцієнтів дорівнював –1, тобто k1 ∙ k2 = –1.
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Дійсно, якщо прямі лінії перпендикулярні, то: 

φ2 – φ1 = π/2   або   φ2 = φ1 + π/2.

Отже:  
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,   звідки випливає, що  tg φ1 ∙ tg φ2 = –1.
І навпаки, нехай k1 ∙ k2 = –1. Тоді у формулі (1.9) tg θ не визначений, тобто θ = 90о і, випливає, що аналізовані дві прямі лінії взаємно перпендикулярні.
Приклади.

1. Знайти кут між прямими лініями 2х –у + 5 = 0;   3х + у –2 = 0.

Розв’язання. Запишемо рівняння прямих ліній у вигляді у = 2х + 5; 
у = – 3х + 2. Виходить, k1 = 2, a k2 = – 3 і, відповідно до формули (1.9), знаходимо:
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Отже, шуканий кут дорівнює: θ = 45о.
2. Написати рівняння прямої лінії, що проходить через точку А(хo, уo) 
і є похилою до осі Ох під кутом φo. 
Розв’язання. Рівняння прямої лінії будемо шукати у вигляді y = ko x + b, де ko = tg φo. Оскільки ця пряма має проходити через точку А(хo, уo), 
то обов’язково виконується рівність y = ko x + b, із якої знаходимо b: 

b = yo – ko xo.

Знайдене значення b підставимо в шукане рівняння

y = ko x + yo – ko xo
і запишемо його у вигляді:

y – yo = ko (x – xo).




(1.10)

Рівнянням прямої лінії, що проходить через дану точку в даному напрямку, називається рівняння вигляду (1.10).

3. Написати рівняння прямої лінії, що проходить через точку А(1, 2) 
і похилої до осі Ох під кутом 135о. 

Розв’язання. Кутовий коефіцієнт такої лінії дорівнює k = tg 135о= – 1. Отже, рівняння шуканої прямої лінії буде:

у – 2 = – 1(х – 1)  
або      х + у – 3 = 0.

4. Написати рівняння прямої лінії, що паралельна даній прямій лінії 2 х – у + 5 = 0  і проходить через точку А(1, 2). 

Розв’язання. Шукана пряма лінія має бути паралельна прямій лінії 2 х – у + 5 = 0, кутовий коефіцієнт якої дорівнює двом, то ko = 2. Отже, рівняння (1.10) шуканої прямої лінії буде мати вигляд:

у – 2 = 2(х – 1) 

або 

2х – у = 0.

5. Написати рівняння прямої лінії, яка перпендикулярна вектору 
[image: image467.wmf]OP

 
і яка проходить через точку Р (хo, уo) (див. рис. 1.21).

Розв’язання. Позначимо символом ρ довжину вектора 
[image: image468.wmf]OP

, і (див. рис. 1.21) символом α – кут, утворений вектором 
[image: image469.wmf]OP

 із позитивним напрямком осі Ох. Тоді:

хo = ρ ∙ cos α ;
 yo = ρ ∙ sin α ; 
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Підставляючи ці значення в рівняння (1.10): y – yo = ko ( x – xo), одержимо:
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звідки випливає, що х cos α + y sin α – ρ ∙ (sin2α + cos2α ) = 0.
[image: image610.wmf]b

r

Беручи до уваги, що (sin2 α + cos2 α ) = 1, остаточно знаходимо:
х cos α + y sin α – ρ = 0.
(1.11)

Нормальним рівнянням прямої лі-нії називається рівняння вигляду (1.11). 

Відзначимо дві особливості нормаль-ного рівняння прямої лінії.

1) вільний член у рівнянні має бути 
зі знаком мінус, тому що відстань (від початку координат до прямої лінії) є величиною невід’ємною  (ρ ( 0);
2) сума квадратів коефіцієнтів при змінних х та у має дорівнювати одиниці: 

(sin2α + cos2α ) = 1.

Можна виявити, що загальне рівняння прямої лінії аx + by + с = 0 легко приводиться до нормального вигляду шляхом множення на множник, що нормує:
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знак множника вибирається протилежним знаку С (тому що має виконуватися умова  μС = – ρ ( 0). Якщо С = 0, то знак можна брати будь-який.
6. Показати (самостійно), що відстань d(A) від точки А(хo, уo), 
до прямої лінії аx + by + с = 0 можна обчислити за формулою: 
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7. Знайти відстань точки А(1,2) від прямої лінії      4х – 3у + 10 = 0.
Розв’язання. У даному випадку μ = – 1/5 . Тому:
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1.1.10. Півплощина у просторі R2, 
системи лінійних нерівностей
Будь-яка пряма лінія на площині Оху поділяє цю площину на дві частини, які називаються півплощини. Відомо, що координати будь-якої точки прямої лінії задовольняють деякому лінійному рівнянню аx + by + с = 0. Крім того, якщо координати якоїсь точки площини задовольняють цьому рівнянню, то точка знаходиться на даній прямій. 

Отже, координати точок, що належать півплощині, задовольняють одній з таких нерівностей: 

аx + by + с ( 0,


аx + by + с ( 0,

тобто кожна з цих нерівностей описує одну з півплощин, “породжених” прямою лінією:

аx + by + с = 0.

Щоб з’ясувати, яка саме з півплощин визначається нерівністю: 

аx + by + с ( 0 
або
 аx + by + с ( 0,

[image: image611.wmf]a

r

достатньо на площині Оху побудувати пряму лінію аx + by + с = 0, узяти довільну точку (яка не знаходиться на прямій) і підставити її координати 
в аналізовану нерівність. 

Якщо нерівність виявиться правильною, то узята точка належить півплощині, що нас цікавить, тобто півплощина знаходиться на тому ж боці від прямої лінії, що й узята точка. Якщо ж нерівність виявиться неправильною, то узята точка не нале-жить півплощині, що нас цікавить, тобто півплощині, що описується даною нерівністю. У такому випадку шукана півплощина знаходиться з про-тилежного боку від прямої лінії. 

Як “пробну” точку зручно брати початок координат (х = 0, у = 0), якщо тільки пряма лінія не проходить через нього.

Приклад. Побудувати область множини точок, координати яких задовольняють системі нерівностей:

х + 3у – 3 ( 0;   5х + 2у – 10 ( 0;   6х + 5у – 30 ( 0.

Розв’язання.. Будуємо за точками (див. табл. 1.2) кожну з прямих ліній:
х + 3у – 3 = 0; 

5х + 2у – 10 = 0; 

6х + 5у – 30 = 0.

Таблиця 1.2

Побудова границь області в просторі R2 (див. рис. 1.22)

№
Обмеження
Лінії
(x = 0, y)
(x, y = 0)
O (0,0)

1
х + 3у – 3 ( 0
х + 3у – 3 = 0
(0; 1)
(3; 0)
–

2
5х + 2у – 10 ( 0
5х + 2у – 10 = 0
(0; 5)
(2; 0)
–

3
 6х + 5у – 30 ( 0
6х + 5у – 30 = 0
(0; 6)
(5; 0)
+

Стрілками вказуємо потрібну півплощину (див. рис. 1.22). Для цього використовуємо підстановку координат точки O (0, 0) – точки початку координат у згадані нерівності і перевіряємо їх виконання (в останній колонці табл. 1.2 ставимо знак “ + ”) або невиконання (в останній колонці табл. 1.2 ставимо знак “ – ”). Результат такого аналізу поданий на рис. 1.22. 

1.1.11. Площини, прямі лінії і кути в тривимірному просторі ( у R3)
Площина в тривимірному просторі
Розглянемо спосіб аналітичного завдання площини в тривимірному просторі Оxyz (у R3), використовуючи уже відоме поняття скалярного добутку векторів. 

Нехай у просторі Оxyz дана площина S (див. рис. 1.23) і на ній задана будь-яка точка N (xo, yo, zo). 
[image: image612.wmf]b

r


Позначимо через  
[image: image475.wmf]u

r

 = (a, b, c) – ненульовий вектор, перпендикулярний цій площині. Відзначимо, що вектор 
[image: image476.wmf]u

r

 іноді називають нормальним вектором до площини S або просто нормаллю. Потім візьмемо довільну точку M (x, y, z) на цій  площині  S і  розглянемо скалярний добуток вектора  
[image: image477.wmf]NM

= (x – xo, y – yo, z – zo), що знаходться в площині S, і вектора 
[image: image478.wmf]u

r

= (a, b, c), нормального до площини S і тому перпендикулярного будь-якому вектору, що знаходиться у площині S.
Зазначимо без доведення справедливість протилежного твердження, тобто якщо відомо, що деякий вектор 
[image: image479.wmf]NM

= (x – xo, y – yo, z – zo) перпендикулярний вектору  
[image: image480.wmf]u

r

= (a, b, c), нормальному до площини S, і хоч одна точка вектора 
[image: image481.wmf]NM

 належить площині S, то і увесь вектор знаходиться на площині S. 

Тепер повернемося до розгляду векторів 
[image: image482.wmf]u

r

 і 
[image: image483.wmf]NM

 та до складання рівняння площини S. Ці вектори взаємно перпендикулярні, тому їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто  (
[image: image484.wmf]u

r

,
[image: image485.wmf]NM

) = 0, що в координатній формі можна записати у вигляді рівняння:

a(x – xo)+ b(y – yo) + c(z – zo) = 0.


(1.12)

Отже, виявляється, що координати будь-якої точки M (x, y, z) даної площини S задовольняють рівнянню (1.12) скалярного добутку двох векторів, один із яких є нормаллю до площини S.

І навпаки, можна показати, що якщо координати деякої точки Р (x1, y1, z1) задовольняють рівності (1.12), то ця точка знаходиться 
в аналізованій площині S. Якщо після підстановки координат точки Р (x1, y1, z1) у рівняння (1.12) виявляємо, що рівність (1.12), що є скалярним добутком двох векторів, виконується, тобто a(x – xo)+ b(y – yo) + c(z – zo) = 0, то в такому випадку можна стверджувати:

1) вектор 
[image: image486.wmf]u

r

= (a, b, c) і вектор 
[image: image487.wmf]NP

= (x1– xo, y1 – yo, z1 – zo) – взаємно перпендикулярні;

2) точка Р (x1, y1, z1) вектора 
[image: image488.wmf]NP

 також належить площині S, тому що точка N (xo, yo, zo) початку вектора 
[image: image489.wmf]NP

 знаходиться на аналізованій площині S і, отже, всі точки вектора 
[image: image490.wmf]NP

= (x1– xo, y1 – yo, z1 – zo) знаходяться у цій площині S.

Отже, формула (1.12) виявляється шуканим рівнянням площини S 
у тривимірному просторі Оxyz (у R3) і має спеціальну назву.

Рівнянням площини, що проходить через дану точку, називається рівняння (1.12).

Якщо в рівнянні (1.12) розкрити дужки і ввести позначення константи d:     




d = – axo – byo – czo ,
то рівняння (1.12) набуде вигляду: 

ax +by + cz + d= 0
(1.13)

і називається загальним рівнянням площини в тривимірному просторі Оxyz (у R3). Тепер уточнимо поняття вектора нормалі.

Вектором нормалі до площини S називається перпендикулярний до цієї площини S вектор 
[image: image491.wmf]u

r

= (a, b, c), координати якого є коефіцієнтами при змінних x, y і z в загальному рівнянні (1.13) цієї площини S.

Кут між двома площинами в R3
Кутом φ між двома площинами S1 і S2, заданими відповідними рівняннями:
a1x + b1y + c1z + d1= 0  и   a2 x + b2 y + c2 z + d2= 0,

називають кут між вектором нормалі 
[image: image492.wmf]1

u

r

 = (a1, b1, c1) і вектором нормалі 
[image: image493.wmf]2
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 = (a2, b2, c2) до цих площин S1 і S2 відповідно.

Використовуючи вираз для скалярного добутку векторів, знайдемо вираз для розрахунку кута між двома площинами:
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Якщо площини паралельні одна одній, то вектори 
[image: image495.wmf]1
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 і 
[image: image496.wmf]2
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 колінеарні (тобто паралельні). Отже, відношення координат векторів 
[image: image497.wmf]1
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 і 
[image: image498.wmf]2
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 є постійною величиною, що можна записати так: 
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(1.14)

Рівності (1.14) є необхідними і достатніми умовами паралельності двох площин.

Якщо ж площини взаємно перпендикулярні, то і вектори 
[image: image500.wmf]1
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 і 
[image: image501.wmf]2
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 також взаємно перпендикулярні. Отже, їх скалярний добуток дорівнюва-тиме нулю: (
[image: image502.wmf]1
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, 
[image: image503.wmf]2
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) = 0, що в координатній формі має вигляд:

a1 ( a2 + b1 ( b2 + c1 ( c2 = 0.


(1.15)

Рівність (1.15) є необхідною і достатньою умовою перпендику-лярності двох площин.

Приклад. Написати рівняння площини S0, що проходить через точку A0 (–2, 3, 0) і паралельна заданій площині S:        7х – 8у + 11z – 9 = 0.
Розв’язання. Відповідно до (1.12) і (1.14), рівняння шуканої площини S0 буде мати такий же вектор нормалі 
[image: image504.wmf]u
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 = (7, –8, 11), як і площина S, але буде проходити через зазначену точку A0(–2, 3, 0). Тоді, використовуючи формулу (1.12), знаходимо:
7(х + 2) – 8( у–3) + 11(z – 0) – 9 = 0,

або після розкриття дужок одержимо шукане рівняння площини S0:

7х – 8у + 11z + 38 = 0.

Пряма лінія в тривимірному просторі (у R3)
Пряма лінія в тривимірному просторі (у R3) визначається на лінії перетинання двох площин, заданих відповідно рівняннями: 

a1 x +b1 y + c1 z + d1= 0   і   a2 x +b2 y + c2 z + d2= 0,

що дозволяє визначити загальне рівняння прямої лінії.

Загальним рівнянням прямої лінії називається система рівнянь:
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(1.16)

яка визначає лінію перетинання двох площин у тривимірному просторі 
(у R3). Знайдемо більш зручне завдання прямої лінії в R3.

Направляючим вектором прямої лінії називається ненульовий вектор 
[image: image506.wmf]U

r

= (l, m, n), паралельний цій прямій лінії.

Канонічними рівняннями прямої лінії називаються рівняння:
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     (1.17)

отримані в такий спосіб. Нехай у просторі Оxyz подана: 

1) довільна пряма лінія (див. рис. 1.24);

2) дві точки на цій прямій лінії – фіксована точка А(xo, yo, zo) 
і довільна точка M(x, y, z) на прямій лінії; 
3) направляючий вектор 
[image: image508.wmf]U

r

= (l, m, n) прямої лінії.

Тоді, з огляду на той факт, що вектори 
[image: image509.wmf]AM

= (x – xo, y – yo, z – zo) 
і 
[image: image510.wmf]U

r

= (l, m, n) – колінеарні (паралельні), можна стверджувати, що їх однойменні координати лінійно залежні, що і відбито у формулі (1.17).

[image: image613.wmf]a
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Формула (1.17) є окремим випадком рівнянь (1.16), тому що формулу (1.17) можна записати ще й у вигляді системи рівнянь, наприклад:
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Відзначимо, якщо направляючим вектором прямої лінії є ненульовий вектор 
[image: image512.wmf]U

r

= (l, m, n), то в канонічному рівнянні прямої лінії (1.17) усі коефіцієнти l, m, і n  перетворитися в нуль одночасно не можуть, але деякі з них можуть дорівнювати нулю. У цьому випадку формулу (1.17) розуміють умовно.

Нехай, наприклад, l = 0, а  m ≠ 0 і n ≠ 0. Тоді направляючий вектор,
 а значить і пряма лінія, будуть перпендикулярні осі Ох. Отже, x – xo = 0. Тому рівняння:
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 розуміють так:  
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Якщо ж, наприклад, l = m = 0, а  n ≠ 0, то в такому випадку рівняння:
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 розуміють так:   
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Такі рівняння є рівняннями прямої лінії, яка є паралельна осі O z.  Зокрема, при xo = yo = 0, одержуємо рівняння самої осі O z :
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Параметричними рівняннями прямої лінії називаються рівняння вигляду:
x = xo + l ∙ t ;    y = yo + m ∙ t ;    z = zo + n ∙ t ,

   (1.18)

які можна знайти, якщо загальне значення відношень у формулі (1.17) вважати таким, що дорівнює величині t: 
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Приклади.

1. Написати рівняння прямої лінії, що проходить через точки А(x1, y1, z1) 
і В(x2, y2, z2).

Розв’язання. Вектор 
[image: image519.wmf]AB

= (x2 – x1, y2 – y1, z2 – z1) буде направляючим вектором шуканої прямої лінії. Тоді канонічні рівняння (1.17) прямої лінії набудуть вигляду:
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(1.19)

Рівняннями прямої лінії, що проходить через дві точки, називаються рівняння (1.19).

2. Написати параметричні рівняння прямої лінії, що проходить через дві точки А(1, 2, 3)  і  В(0, –1, 4).

Розв’язання. Відповідно до формули (1.19), рівняння прямої лінії, яка проходить через ці дві точки, будуть мати вигляд:  
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Звідки знаходимо параметричні рівняння шуканої прямої лінії:
x = – t + 1 ;   y = –3 t + 2 ;   z = t + 3 .

3. Знайти направляючий вектор прямої лінії:
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Розв’язання. Направляючий вектор 
[image: image523.wmf]U
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= (l, m, n) є паралельним кожній із площин, які утворюють при перетинанні пряму лінію, тому цей вектор буде перпендикулярний векторам-нормалям кожної із цих площин. Отже, вектором, що є направляючим, може бути векторний добуток векторів-нормалей 
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= (2, 1, 1), що можна знайти, використавши відому мнемосхему (див. рис. 1.10):
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4. Написати канонічне рівняння прямої лінії:
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Розв’язання. Щоб написати канонічне рівняння прямої лінії, достатньо знайти її направляючий вектор (він уже знайдений у попередньому прикладі) і яку-небудь точку на самій прямій лінії. Зафіксуємо одну з координат шуканої точки: припустимо, наприклад zo = 0. Тоді інші координати хо 
та уо знайдемо, розв’язуючи систему рівнянь х + 2у + 3 = 0 і 2 х + у – 6 = 0. Одержимо хо = 5 і уо= – 4. Отже, точка А(5, – 4, 0) знаходиться на прямій лінії, і канонічне рівняння цієї прямої лінії буде мати вигляд: 
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або після домноження на число три, отримаємо:
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5. Знайти точку перетинання прямої лінії, заданої рівнянням:
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з площиною, заданою рівнянням:
  2х + 3у – z – 5 = 0.

Розв’язання. Запишемо параметричні рівняння заданої прямої лінії: x = 2 t – 1,  y = t ,   z = – t + 1. Далі  підставимо ці рівняння в рівняння площини. Одержимо: 

2 ( 2 t – 1) + 3 t – ( – t + 1) – 5 = 0    або    8 t – 8 = 0.

Звідси випливає: t = 1. Підставляючи значення t = 1, що задовольняє одночасно і рівнянню прямої лінії і рівнянню площини, у параметричні рівняння прямої лінії, знаходимо координати точки перетинання прямої лінії з площиною:   А(1, 1, 0).

Кут між двома прямими лініями
 у тривимірному просторі (у R3)
Нехай прямі лінії в просторі трьох координат задані своїми каноніч-ними рівняннями:
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Кутом φ між прямими лініями в R3 називається кут, утворений направляючими векторами 
[image: image533.wmf]U
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1 = (l1, m1, n1) і 
[image: image534.wmf]U
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2 = (l2, m2, n2) аналізованих прямих ліній. Цей кут може бути знайдений із використанням властивостей скалярного добутку векторів: 
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(1.20)

Відзначимо, що умова паралельності прямих ліній пов’язана з паралельністю направляючих векторів і буде мати вигляд:
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(1.21)

Умова перпендикулярності прямих ліній визначається властивістю скалярного добутку направляючих векторів, який у цьому випадку дорівнюватиме нулю: (
[image: image537.wmf]U

r

1, 
[image: image538.wmf]U

r

2) = 0, що в координатній формі має вигляд:
l1 l 2 +m1 m2 + n1 n2 = 0.
(1.22)

Рівності (1.21, 1.22) є необхідними і достатніми умовами для існування описаних властивостей двох прямих ліній у R3.

Кут між прямою лінією і площиною в R3
Кутом між прямою лінією, що перетинає площина S, і площиною S називається кут φ (див. рис. 1.25), що утворений направляючим вектором 
[image: image539.wmf]U
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 прямої лінії і його проекції 
[image: image540.wmf]S
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 на площині S.
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Знайдемо формулу для визначення цього кута. Нехай 
[image: image541.wmf]U

r

= (l, m, n) – направляючий вектор прямої лінії, що перетинає площину S, а 
[image: image542.wmf]u

r

= (a, b, c) – вектор нормалі до площини S. Кут ξ між вектором нормалі 
[image: image543.wmf]u

r

 до площини S і направляючим вектором 
[image: image544.wmf]U
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 прямої лінії дорівнює ξ = (90˚ – φ), тому для цього випадку справедлива рівність: 

cos (90˚ – φ) = sin φ,
що дозволяє скористатися властивістю скалярного добутку векторів, наприклад формулою (1.20): 
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Якщо пряма лінія і площина паралельні, то вектори 
[image: image546.wmf]U
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 і 
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 перпенди-кулярні. Тоді (
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, 
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) = 0 або в координатній формі а l +b m + c n = 0.
Якщо ж пряма лінія і площина перпендикулярні, то вектори 
[image: image550.wmf]U
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 і 
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 будуть колінеарні (паралельні), а це значить, що: 
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Приклади.

1. Написати рівняння прямої лінії, яка перпендикулярна площині  
2 х – у + z = 0  і яка проходить через точку А(1, 2, 0).
Розв’язання. Шукана пряма лінія повинна бути перпендикулярна зазначеній площині 2 х – у + z = 0, тому вектор нормалі даної площини 
[image: image553.wmf]u

r

 = ( 2, –1, 1) буде направляючим вектором шуканої прямої лінії. У такому випадку, відповідно до (1.17), рівняння такої прямої лінії буде мати вигляд:
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2. Написати рівняння площини, яка проходить через точку А(2, –3, 1) 
і є перпендикулярною прямій лінії, заданої рівнянням:
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Розв’язання. Направляючий вектор 
[image: image556.wmf]U

r

= (3, 2, –2) прямої лінії буде перпендикулярний розглянутій площині. Тому, відповідно до координатної форми запису рівняння площини a(x – xo) + b(y – yo) + c(z – zo) = 0, рівняння шуканої площини буде мати вигляд:

3(x – 2) + 2(y + 3) – 2(z – 1) = 0.

Після перетворень знайдемо шукане рівняння: 
      3x + 2y – 2z + 2 = 0.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке лінія на площині? Як можна записати рівняння кола в ко-ординатній та у параметричній формі? Якими є умови перетинання двох ліній на площині?

2. Запишіть рівняння прямої лінії на площині, яка (лінія) проходить через дві точки, рівняння прямої лінії з кутовим коефіцієнтом, загальне рівняння прямої лінії та поясніть сенс коефіцієнтів, які входять у ці рівняння. Що є кутовим коефіцієнтом прямої лінії на площині і який його геометричний зміст?

3. Як знайти кут між двома прямими лініями на площині?

4. Як з’ясувати, чи належить точка даній прямій лінії?

5. Як установити факт взаємної паралельності або перпендикулярності двох прямих ліній?

6. Що таке нормальне рівняння прямої лінії? Чому дорівнює сума квадратів коефіцієнтів при змінних х та у в такому рівнянні?

7. Як можна знайти відстань від точки до прямої лінії?

1.1.12. Гіперплощина, півпростір і пряма лінія в Rn
Із метою зручності подальшого розгляду питань, уведемо уніфіковані позначення для осей координат, що використовувалися раніше:
х1 = Oх,  х2 = Oу, x3 = Oz
і для констант:       а1= а,  a2 = b,  a3 = c,  a0 = d.

Тоді відоме раніше рівняння площини у тривимірному просторі R3 
із прямокутною системою координат Oxyz, що раніше мало вигляд (1.13):

ax + by + cz + d= 0,

може бути записане в такий спосіб:
a1 x1 + a2 x2 + a3 x3 = a0     або більш коротко:     
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Координати точок  A, B, …, X, Y… будемо позначати малими буквами, що збігаються з назвою відповідних точок:
(а1, a2, a3), (b1, b2, b3), …, (x1, x2, x3), ( y1, y2, y3)… .

Одночасно, радіуси-вектори цих точок A, B, …, X, Y… будемо позначати так:
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тобто:
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Тоді рівняння площини:
a1 x1 + a2 x2 + a3 x3 = a0
коротко можна записати як скалярний добуток векторів  
[image: image563.wmf]a
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Півпростори, які породжуються площиною 
[image: image567.wmf](
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, будуть виз-начатися умовами:
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Отже, площину S у просторі R3  можна розглядати як множину точок X (x1, x2, x3), які належать цьому просторові  (X (x1, x2, x3) ( R3), 
з урахуванням того, що координати точок задовольняють конкретному лінійному рівнянню цієї площини:
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Півпростори, які породжуються даною площиною, можна розглядати як дві множини точок, координати яких задовольняють лінійним нерівностям:
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Нагадаємо, що вектор 
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 називається вектором-нормаллю площини  
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Тепер розглянемо лінійне рівняння (рівняння площини) 
у n-вимірному просторі Rn:
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де 
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 – це n-вимірні вектори простору Rn, причому вектор 
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, за аналогією з рівнянням площини (1.13) у R3, 
є вектором нормалі, але вже у n-вимірному просторі Rn.

У n-вимірному просторі існує множина точок, координати яких задовольняють цьому лінійному рівнянню. Таке рівняння, за аналогією з тривимірним випадком, називається рівнянням площини. Проте, щоб підкреслити, що ця площина з n-вимірного простору, до її назви добавляють префікс “гіпер” (“понад”), тобто  таку площину в n-вимірному просторі називають  гіперплощиною. Сформулюємо визначення.

Гіперплощиною в n-вимірному просторі Rn називають множину точок X (x1, x2, …, xn), координати яких задовольняють лінійному рівнянню  
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Вектором-нормаллю гіперплощини називають вектор:
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Розглянемо гіперплощину, задану рівнянням  
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)

0

,

=

x

a

. 

Цьому рівнянню завжди задовольняють координати початку відліку О (0, 0, …, 0), тому така гіперплощина проходить через початок координат.

Якщо в якості вектора-нормалі такої гіперплощини по черзі брати орти 
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(1, 0, …, 0), 
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(0, 1, …, 0), …, 
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(0, 0, …, 1), то рівняння гіперплощини перетворяться в рівняння: x1 = 0,  x2 = 0, …, xn = 0. Кожне 
з цих рівнянь називається рівнянням відповідної координатної гіперплощини.
Використовуючи поняття гіперплощини, звичайну площину можна назвати гіперплощиною в просторі R3, а пряму лінію на площині можна назвати гіперплощиною в просторі R2.

Півпросторами, породженими гіперплощиною 
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, у просторі Rn називають дві множини точок X (x1, x2, …, xn) ( Rn, координати яких задовольняють умовам:
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Отже, будь-яка лінійна нерівність являє собою деякий півпростір простору Rn.

Прямою лінією в просторі Rn, яка (лінія) проходить через точку 
[image: image589.wmf](
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, називають множину точок X (x1, x2, …, xn) ( Rn, координати яких можна подати у вигляді:
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Направляючим вектором цієї прямої лінії називають вектор 
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Відзначимо, що пряма лінія в просторі Rn визначається за аналогією 
з прямою лінією в просторі R3. 
Нагадаємо, що в R3 параметричні рівняння прямої лінії, яка проходить через точку М0(xo, yo, zo), і направляючий вектор цієї лінії мають вигляд відповідно:

x = xo + l ( t,   
y = yo + m ( t,  
z = zo + n ( t;
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r

= ( l, m, n).

Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке півплощина у просторі R2? Як записати рівняння півплощини і як дізнатися, чи належить точка даній півплощині?

2. Як записати загальне рівняння площини в тривимірному просторі (у R3), як цей запис пов’язаний із скалярним добутком векторів? 

3. Що таке вектор нормалі до площини? 

4. Як можна знайти кут між двома площинами в R3 і як можна установити факт взаємної паралельності або перпендикулярності двох площин 
у тривимірному просторі? 
5. Що таке направляючий вектор прямої лінії і як він пов’язаний
 із канонічним рівнянням прямої лінії в R3?

6. Як знайти кут між двома прямими лініями в R3 і як можна установити факт їх взаємної паралельності або перпендикулярності?

7. Як знайти кут між прямою лінією і площиною?

8. Як можна записати рівняння гіперплощини, півпростору і прямої лінії в Rn?

9. Що таке направляючий вектор прямої лінії в просторі Rn?

1.2. Матриці
Організація роботи фірми, підприємства потребує одночасного урахування множини обмежень, що визначають умови роботи. Типовим прикладом такої ситуації у спрощеній формі є така задача. На меблевій фабриці для місячного виробництва n типів продукції (( j = 1 – стільці, j = 2 – крісла, j = 3 – столи…, j = n –  шафи) є m видів ресурсів (i = 1, 2, 3 – деревина різного типу, i = 4, 5, 6, 7 – кріплення, i = 8, 9, 10… –  людино-години спеціалістів різної кваліфікації, i = m – оплачена електроенергія). Витрати кожного виду ресурсу для виробництва однієї одиниці продукції конкретного типу відомі і дорівнюють ai j (i = 1, 2,…, m; j =  1, 2, …, n). Запаси кожного виду ресурсів обмежені і дорівнюють відповідно b1, b2, …, bm. Прибуток від реалізації однієї одиниці продукції відомий і складає cj гривень.
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Рис. 1.1. Поняття “числова вісь”
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Рис. 1.12.  Поняття лінії в просторі R2
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Рис. 1.4. Варіанти геометричного зображення вектора
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Рис. 1.5. Вектор між точками в R2
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Рис. 1.14. Параметричне задання кола
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Рис. 1.13. Коло �у просторі R2
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Рис. 1.16. Кут нахилу прямої лінії





Рис. 1.15. Пряма лінія в просторі R2





B(x2, y2)





О





х





 О





 О





( II )





( I )





φ1





θ





•





•





•





•





 y1





 y2





х2





х1





b





•





•





φ





φ





φ2





О





х





 у





C(0, b)





A(x1, y1)





•





Рис. 1.18. Кут між прямими лініями (рівняння (I) і (II))





Рис. 1.17. Параметри прямої лінії (рівняння (1.6))
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Рис. 1.20. Кут між прямими лініями (рівняння (I) і (II))





Рис. 1.19. Кут між прямими лініями (рівняння (I) і (II))
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Рис. 1.21. Рівняння прямої лінії
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Рис. 1.22.  Система нерівностей
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Рис. 1.25. Кут φ між прямою лінією і площиною S
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Рис. 1.24. Пряма лінія  в R3
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Рис. 1.23. Площина в просторі R3
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Рис. 1.6. Лінійна залежність компланарних векторів
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Рис. 1.11. Змішаний добуток векторів � EMBED Equation.3  ���і � EMBED Equation.3  ���
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Рис. 1.10. Мнемосхема розрахунку векторного добутку векторів
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Рис. 1.9. Векторний добуток векторів � EMBED Equation.3  ��� і � EMBED Equation.3  ��� 
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Рис. 1.8. Орти
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Рис. 1.7. Вектор у тривимірному просторі
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