Потрібно скласти такий план місячного випуску продукції фабрики, що забезпечує максимальний прибуток, тобто визначити, продукцію яких типів і скільки (xj ) варто зробити, якщо ємність ринку за кожним видом продукції складає величину qj.
Якщо позначити обсяг випуску продукції j -го типу через (xj ), то витрата (ai ) ресурсів кожного типу ( i = 1, …, m) дорівнюватиме: 
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При цьому прибуток фабрики від реалізації продукції може бути оцінений як сума прибутку від реалізації продукції (xj ) кожного типу:

Z(X)  =  c1 x1 + c2 x2 + … + cn xn ( max.

Організація виробництва потребує пошуку таких значень вектора Х0 = (x1о, x2о,…, xnо) розв’язання зазначеної системи лінійних рівнянь, які дозволять максимізувати прибуток підприємства, у тому числі з урахуванням плинності кадрів. Це розв’язання можливе, але потребує ознайомлення із деякою системою математичних понять і категорій. Розглянемо основні з цих понять.

1.2.1. Основні визначення і дії з матрицями
Для компактного подання і наступного розв’язання системи з m лінійних рівнянь (1.23) щодо n невідомих xi:
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(1.23)

використовують поняття “матриця”.

Матрицею А розмірності (або розміру) m х n називається прямокутна таблиця дійсних чисел ai j (елементів матриці), які упорядковано розташовані у вигляді m рядків і n стовпчиків. 

Матриця A системи складається з коефіцієнтів системи рівнянь (1.23), що стоять при невідомих змінних xj у лівій частині рівнянь. 
Це зауваження є істотним для наступних міркувань. 

Відзначимо, що в системі рівнянь (1.23) припустимі відомі операції з рівняннями, що не впливають на значення змінних xj, можна: переставити два рівняння (поміняти їх місцями), помножити будь-яке рівняння на число, яке не дорівнює нулю, до одного рівняння додати інше, переставити два стовпчики (поміняти їх місцями). Такі перетворення лише призведуть до відповідних змін у матриці A.

Розширена матриця включає ще і стовпчик коефіцієнтів частин рівнянь, що стоять праворуч.

Варіанти запису матриці можуть мати вигляд розгорнутого запису 
(у круглих дужках) і скороченого запису:
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Перший індекс ( i ) кожного елемента ai j матриці використовується для вказівки номера рядка, другий індекс ( j ) – для вказівки номера стовпчика. 

Число m рядків або n стовпчиків можуть приймати мінімальне значення, яке дорівнює одиниці, тому виникають такі поняття: 

матриця-стовпчик розмірності m ( 1 (або вектор-стовпчик), що має вигляд: 
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матриця-рядок розмірності 1( n (або вектор-рядок), що має вигляд:

A = (a11, a12, . . ., a1n).
Різниця у формі представлення відзначених матриць стає істотною при виконанні операції множення матриць.

Квадратною називається матриця у випадку, коли число її рядків збігається з числом стовпчиків, тобто m = n. Тоді число її рядків називається порядком квадратної матриці. Матриця А порядку n має вигляд:
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Головною діагоналлю (або діагоналлю) квадратної матриці називається сукупність її елементів a11, a22, …, ai j,…, an n, які розміщені 
на відрізку, що з’єднує лівий верхній і правий нижній кути матриці.

Побічною діагоналлю квадратної матриці називається сукупність 
її елементів a1n, a2n–1, …, ai j,…, an1, розміщених на відрізку, що з’єднує правий верхній і лівий нижній кути матриці.

Діагональною називається квадратна матриця А n-го порядку, якщо усі її елементи, крім елементів головної діагоналі, дорівнюють нулю. При цьому деякі з діагональних елементів також можуть дорівнювати нулю.
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Одиничною називається діагональна матриця E, у якої усі діагональні елементи дорівнюють одиниці аi i = 1. Така матриця відіграє роль одиниці 
в операціях множення матриць.

Нульовою матрицею (або нуль-матрицею) називається така матриця, у якої усі елементи ai  j = 0 дорівнюють нулю. Така матриця виконує функції нуля і має позначення 0.

Транспонованою матрицею називається матриця, яку одержують 
із початкової матриці А розмірності m ( n шляхом заміни рядків початкової матриці – її стовпчиками. Позначається транспонована матриця символом АТ і має розмірність n ( m: 
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Якщо транспоновану матрицю транспонувати ще раз, то одержимо початкову матрицю, тобто  (АТ )Т = А. Якщо транспонувати вектор-рядок, то одержиться вектор-стовпчик A = (a11, a12, . . ., a1n)Т, що використовується як зручна форма запису.

Рівними називаються дві матриці А = (аi j)m n і B = (bi j)m n однакової розмірності, якщо їх однойменні елементи дорівнюють один одному, тобто: 

Аm n = Bm n ,   якщо  аi j = bi j ;   i = 1, 2, …, m;   j =  1, 2, …, n.

Сумою матриць однакової розмірності А = (ai j)m  n і В = (bi j)m  n називається матриця С = (сi j)m n тієї ж розмірності, елементи якої дорівню-ють сумі однойменних елементів матриць А і В:

сi j = ai j + bi j.

Складати можна тільки матриці однакової розмірності.

Для операції додавання матриць правдиві такі властивості:

1) А + 0 = 0 + А = А;

2) A + B = B + A;

3) A + (B + C)  =  (A + B)  + C.

Різницею матриць однакової розмірності А = (ai j)m  n і В = (bi j)m  n називається матриця С = (сi j)m  n тієї ж розмірності (позначається С = А – В), елементи якої дорівнюють різниці однойменних елементів матриць А і В:

сi j = ai j – bi j.

Добутком матриці А = (ai j)m  n на число k називається матриця (kai j)m n,  усі елементи якої помножені на це число:

kА = Ak = (k ai j)m  n.

Протилежною для матриці А називається матриця  – А = ( – 1) A. Сума цих матриць дорівнює нульовій матриці:

A + ( – А)  = A – А = 0.
Приклад. Знайти суму двох матриць.
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1.2.2. Множення матриць
Добутком матриці А розмірності m ( n і матриці B розмірності n ( p називається матриця С розмірності m ( p, елементи якої визначаються 
в такий спосіб (див. рис. 1.26): 
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попарно, елементи i-го рядка матриці А множаться на відповідні елемен-ти j-го стовпчика матриці В і результати множення – складаються, створюючи елемент сi j  матриці С.
Елемент сi j матриці С знаходиться в рядку з номером, який дорівнює номеру i-го рядка матриці А, і в стовпчику, номер якого дорівнює номеру j-го стовпчика матриці В. 

Такий спосіб одержання елемента сi j можна записати співвідношен-ням:
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яке фактично є скалярним добутком i-го вектора-рядка матриці А на j-й вектор-стовпчик матриці В. Множити можна тільки узгоджені матриці, тобто  такі, у яких число стовпчиків (n) першої матриці дорівнює числу рядків (n) другої матриці, тобто:

Аm n∙ Вn р = Сm р .

Відзначимо, що узгодженість матриць може залежати від того, у якому порядку матриці розглядаються.

Використовуючи операцію множення матриць, систему трьох лінійних алгебраїчних рівнянь із трьома невідомими x1, x2 , x3:

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3  = а1;

a22 x1 + a22 x2 + a23 x3 = а2;

a31 x1 + a32 x2 + a33 x3 = а3 

можна записати в компактному вигляді:
A X = А0 ,
де 
A – квадратна матриця системи; 

A0 – вектор-стовпчик правих частин рівнянь;
X – вектор-стовпчик шуканих змінних:
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Властивості добутку матриць:
1. А( BC ) = ( AB )C = ABC;

2. A(B + C) = AB + AC; (A + B) C = AC + BC;
3. якщо A – довільна матриця розмірності m ( n, то:

Em A = AEn = A.

Приклад. Знайти добуток одиничної матриці E2 на вектор X2.

Розв’язання.     
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Множення матриць пов’язано з великою кількістю арифметичних опе-рацій, при виконанні яких виникають помилки. Спосіб контролю процесу множення матриць наведений у додатку 4.
Приклад. Знайти добуток двох матриць.
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Варто зауважити, що при множенні квадратної матриці An на вектор тієї ж розмірності, вектор, що утворюється в результаті, має інший напрямок і не є колінеарним (паралельним) початковому вектору, наприклад (див. рис. 1.27): 
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Проте є вектори, на які при множенні матриця “не діє”, тобто не змінює їх напрямок, а змінює тільки їх розмір у ( разів. У такому випадку при множенні квадратної матриці An на вектор 
[image: image17.wmf]u

r

 тієї ж розмірності, вектор, що утворюється в результаті множення, має такий же напрямок, як початковий (див. рис. 1.28), тобто є колінеарним початковому вектору:
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(1.24)

Приклад. Знайти добуток матриці А на вектор 
[image: image19.wmf]u
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 (див. рис. 1.28):
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[image: image142.wmf]b
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Власним числом (характеристичним значенням) матриці А називається число (, що задовольняє рівнянню (1.24). 

Кількість власних чисел квадратної матриці збігається з її розмір-ністю. 

Власним вектором матриці А називають такий вектор 
[image: image21.wmf]u

r

, який задовольняє рівнянню (1.24), тобто не змінює свого напрямку при множенні 
на матрицю А. Відомо, що 
[image: image22.wmf]u
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, тому для відшукання власного вектора 
і чисел матриці A рівняння (1.24) наводять у формі:

(A – ( E) 
[image: image23.wmf]u
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= 0.

Власні вектори і числа матриці відіграють важливу роль у багатьох прикладних задачах. Часто, наприклад, при використанні методу аналізу ієрархій Т. Сааті, достатньо знайти (1 – щонайбільше з власних значень матриці А. Алгоритм таких розрахунків наведений у додатку 6.
1.2.3. Визначники квадратної матриці
Якщо кількість лінійних рівнянь невелика, наприклад дорівнює двом: 
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то матриця А системи дозволяє знайти розв’язання системи рівнянь 
у загальному вигляді: 
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Можна зауважити, що знаменники в цих формулах однакові і формально легко знаходяться з квадратної таблиці ( коефіцієнтів цієї системи рівнянь, якщо з добутку елементів головної осі таблиці ( відняти добуток елементів побічної осі:
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При визначенні чисельника у формулі для y достатньо в таблиці ( замінити перший стовпчик коефіцієнтів (при y) на стовпчик частин рівнянь, що знаходяться праворуч, одержимо таблицю (y. При визначенні чисельника у формулі для х достатньо в таблиці ( замінити другий стовпчик коефіцієнтів (при х) на стовпчик частин рівнянь, що знаходяться праворуч, тоді одержимо таблицю (x. Такі квадратні таблиці називаються визначниками Крамера і дозволяють формально знаходити розв’язання системи рівнянь:
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Приклад. Абонент має купити пакет послуг мобільного телефонного зв’язку. Оператор “КиївСтар GSM” пропонує два види пакетів, поданих 
у таблиці 1.3, що різняться умовами оплати. Потрібно вибрати найбільш економний пакет відповідно до планованої витрати часу на телефонні розмови в межах від однієї до двох годин на місяць.
Розв’язання. Із таблиці 1.3. випливає, що вартість ( yi) кожного пакету має постійну складову – абонентську плату (ai) і змінну складову, що визначається вартістю однієї хвилини розмови (bi) і витратою часу на телефонні розмови (x). Запишемо рівняння для розрахунку вартості кожного пакета:
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Рівняння вартості пакетів виявилися рівняннями прямих ліній (див. рис. 1.29), що мають точку перетинання A(x,y), де вартості пакетів збігаються: y1 = y2 = y. Ліворуч точки перетинання вартість першого пакета(y1) менше, праворуч – більше.

Таблиця 1.3

Умови оплати пакетів послуг оператора телефонного зв’язку

№ з/п
Пакет послуг
Вартість, грн



Абонентської плати
Однієї хвилини розмови

1
“Економ”
27,08
2,6

2
“Стандарт”
81,23
2

Позн.
Ціна:   yi
ai
bi

Знайдемо координати точки перетинання прямих ліній, розв’язавши систему отриманих раніше рівнянь вартості кожного пакета:
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Отже, якщо витрата часу на телефонні розмови буде меншою ніж півтори години (x ( 90,25 хв), то варто купити перший пакет послуг (“Економ”), у іншому випадку – другий (“Стандарт”).

Розв’язання системи лінійних рівнянь визначає координати точки перетинання прямих ліній, що задаються цими рівняннями. Така точка для двох непаралельних ліній (n = m = 2) існує завжди, тому що ці лінії знаходяться в одній площині. Три лінії в тривимірному просторі (n = m = 3) загальної точки перетинання вже можуть не мати. Ще більш рідкісним випадком є наявність загальної точки перетинання прямих ліній у n-вимірному просторі. Для виконання необхідних розрахунків можуть використовуватися згадані визначники Крамера. Розглянемо загальний випадок.
Визначником (детермінантом) квадратної матриці А називається деяке число, що позначається | A| або det A або (. Звичайно визначник матриці А n-го порядку коротко називають визначником n-го порядку.

Існує загальний спосіб розрахунку визначників, коли знаходяться 
і підсумовуються добутки його елементів, узяті по одному з кожного 
стовпчика і з кожного рядка з урахуванням знака кожного такого добутку, який розраховується спеціально. 

Проте цей спосіб є достатньо трудомістким і на практиці застосовується рідко. Тому розглянемо більш простий спосіб розрахунку для випадків  n = 2  і  n = 3  та його застосування для випадків n > 3. 

При n = 2 добуток елементів, що стоять на головній осі, береться 
зі знаком плюс, на побічній осі – зі знаком мінус:

 EMBED Equation.3  
[image: image39.wmf]12

21

22

11

22

21

12

11

|

|

det

a

a

a

a

a

a

a

a

A

A

-

=

=

=

+

-


.

При n = 3, якщо елементи кожного добутку з’єднати лінією, то вони утворять трикутник або пряму лінію. 

Якщо в такому трикутнику є лінія, яка паралельна головній діагоналі матриці (див. рис. 1.30, А), то цей добуток береться зі знаком плюс, у іншому випадку (паралельність побічної діагоналі (див. рис. 1.30, Б) цей 
добуток береться зі знаком мінус. Отже, розрахункова формула визначника третього порядку набуде вигляду:
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Приклад. Знайти значення визначника:
|A| = 
[image: image41.wmf]=
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2 ∙ 1 ∙ 0 + (– 3) ∙ (– 2) ∙ (–1) + 3 ∙ 4 ∙ 5 – 3 ∙ 1 ∙ (– 1) – 3 ∙ 4 ∙ 0 –  – 2 ∙ (–2) ∙ 5 = – 6 + 60 + 3 + 20 = 77.

Для розрахунку значень визначників у загальному випадку скористаємося відомими характеристиками його елементів.

Мінором Mi j елемента ai j матриці А n-го порядку називається визначник (n–1)-го порядку, отриманий із початкової матриці А викреслюванням i-го рядка і j-го стовпчика.

Алгебраїчним доповненням Аi j елемента ai j матриці А n-го порядку називається добуток мінора Mi  цього елемента (ai j) матриці на число 
( – 1)  i+j :

Аi j = ( – 1)  i+j Mi j.

Властивості визначників наведемо без доведення:

1. Визначник матриці не змінюється при транспонуванні матриці. 
Приклад. 
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2. Загальний множник будь-якого рядка (стовпчика) можна винести 
за знак визначника. 

Приклад. 
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3. При перестановці будь-яких двох рядків або стовпчиків матриці А знак її визначника змінюється на протилежний.
Приклад. 
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4. Визначник матриці не зміниться, якщо до i-го рядка (стовпчика) матриці А додати k-й рядок (стовпчик), помножений на число.
Приклад. 
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5. Визначник матриці, що має нульовий або два однакові рядка 
(стовпчика), дорівнює нулю.
Приклад. 
[image: image46.wmf]0
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6. Сума попарних добутків елементів будь-якого рядка (стовпчика) 
на алгебраїчні доповнення іншого рядка (стовпчика) дорівнює нулю.
Приклад, рядок (4, 1): 
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7. Якщо усі елементи i-го рядка матриці n-го порядку подані у вигляді суми двох доданків ai j = bi j + сi j, то визначник цієї матриці дорівнює сумі визначників двох матриць, у яких усі рядки, крім i-го рядка, такі ж, як 
і у початковій матриці, а в i-му рядку однієї матриці стоять перші доданки (bi j), в інший – другі (сi j).

Приклад. 
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1.2.4. Розкладання визначника по рядку або стовпчику
При обчисленні визначника матриці А n-го порядку можна викорис-товувати його розкладання за елементами i-го рядка:
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Приклад. Обчислити визначник шляхом розкладання за елементами другого стовпчика:

[image: image51.wmf]=

-

-

×

+

-

-

×

+

-

-

-

×

-

=

-

-

-

+

+

+

2

4

3

2

)

1

(

5

0

1

3

2

)

1

(

1

0

1

2

4

)

1

(

3

0

5

1

2

1

4

3

3

2

2

3

2

2

2

1


= 3 ∙ ( – 2)  + 1 ∙ 3 +  ( – 5) ∙ (  – 16) =  – 6 + 3 + 80 = 77.

Приклад. Обчислити визначник (під час розв’язання підкреслимо елементи стовпчиків (рядків), уздовж яких виконуватиме розкладання визначника):
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або остаточно одержимо:
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1.2.5. Обернена матриця
У прикладних задачах використовується поняття “обернена матриця”, розгляд якої пов’язаний із поняттями матриця “особлива” і “неособлива”.

Особливою (виродженою) називається квадратна матриця А, якщо її визначник дорівнює нулю, тобто | A| = 0.
Неособливою (невиродженою) називається квадратна матриця А, 
якщо її визначник не дорівнює нулю, тобто | A| ( 0.

Нехай А – неособлива матриця порядку n, тобто квадратна матриця, 
у якої визначник не дорівнює нулю (| A| ( 0). Виявляється, що для матриці А існує інша квадратна матриця B порядку n, пов’язана з матрицею А співвідношенням:                           АВ = ВА = E.
За аналогією з арифметикою матрицю B називають оберненою стосовно матриці А і позначають символом А–1. Тоді попередня рівність може бути переписана у вигляді:       А А–1 = А–1 А = E.
Алгоритм побудови оберненої матриці включає наступні етапи.

1. Формування і розрахунок визначника | A| початкової матриці A. Якщо | A| ( 0, то обернена матриця існує, і переходять до другого етапу.

2. Розрахунок алгебраїчного доповнення Аi j для кожного елемента ai j (i,j = 1,2,(, n) початкової матриці А і потім заміна елемента ai j його алгебраїчним доповненням.

3. Транспонування отриманої матриці, яку називають приєднаною 
і позначають символом А* або adj A (adjacent – суміжний, сусідній):
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4. Формування оберненої матриці А–1 шляхом ділення приєднаної матриці на визначник матриці | A|: 
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Приклад. Знайти матрицю, обернену до матриці А.
Розв’язання. Обчислимо визначник цієї матриці. Для цього помножимо перший рядок на число 2 і додамо до третього рядка, потім використаємо розкладання визначника за елементами третього стовпчика:
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Виявилося, що | A| = 17 ( 0, тому матриця А є невиродженою і для неї існує обернена матриця. 

Обчислимо алгебраїчні доповнення усіх елементів матриці, при цьому для зручності наступного запису будемо виконувати обчислення за стовпчиками матриці А:
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Тепер запишемо обернену матрицю:
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Перемноженням матриць переконуємося, що А  А–1 = А–1А = Е. Як приклад знайдемо перший діагональний елемент (E11) матриці (АА–1), який має дорівнювати одиниці, і другий елемент першого рядка (E12), що має дорів-нювати нулю:
E11 = [2 ∙ 6 + 1 ∙ 2 + ( – 1) ∙ (  – 3)] ∙ 1/17 = [12 + 2 + 3] ∙1/17 = [17] ∙ 1/17 = 1;

E12 = [2 ∙ ( – 2)  + 1 ∙ 5 +  ( – 1) ∙ 1] ∙ 1/17 = [ – 4 + 5 – 1] ∙1/17 = [0] ∙ 1/17 = 0.

Обидва значення свідчать на користь коректності отриманого результату.

Розглянутий метод побудови оберненої матриці має важливе теоретичне значення, проте є громіздким, трудомістким, і при n > 3 у практиці розрахунків вручну не застосовується. Для використання інших, більш простих методів, потрібно попередньо познайомитися з деякими поняттями теорії.

1.2.6. Ранг матриці
Мінором k-го порядку матриці Аm n називають визначник такої матриці, елементи якого стоять на перетинанні довільним способом обраних k рядків і k стовпчиків матриці А. Порядок такого мінора не перевищує найменшого з чисел m або n: 

k ( min (m, n).

Рангом матриці А називається число r, яке дорівнює найбільшому порядку відмінного від нуля мінора Mr цієї матриці. Для ненульової матриці Аm n ранг знаходиться у границях:
1 ( r ( min (m, n),

тому що ненульова матриця містить хоча б один елемент, відмінний від нуля.

Базисним мінором для матриці А рангу r називають будь-який мінор r-го порядку Mr, який не дорівнеє нулю, а рядки і стовпчики матриці А, які відповідають рядкам і стовпчикам базисного мінору, – називають базисними рядками і базисними стовпчиками.

Теорема  (про базисний мінор). Будь-який стовпчик (рядок) матриці А може бути поданий у вигляді лінійної комбінації її базисних стовп-чиків (рядків).
Висновок. Ранг матриці А дорівнює числу лінійно незалежних рядків (стовпчиків) цієї матриці.

Елементарними або еквівалентними перетвореннями матриці А називаються перетворення, що не змінюють рангу матриці.

1. Перестановка місцями будь-яких двох рядків або стовпчиків матриці.

2. Додавання до елементів одного з рядків (стовпчиків) матриці відпо-відних елементів іншого рядка (стовпчика), помножених на деяке число α.

3. Множення (ділення) деякого рядка (стовпчика) матриці на число, 
яке не дорівнює нулю.
Відзначимо, що допустимість цих перетворень випливає з допустимості аналогічних перетворень початкової системи лінійних рівнянь. Системи рівнянь, що мають матриці, отримані з початкової матриці за допомогою кінцевого числа елементарних перетворень, мають той самий розв’язок. Початкова матриця (А) і перетворена матриця (B) називаються еквівалентними і позначаються:
А ~ В.

Еквівалентні перетворення є зручним інструментом розв’язання матричних задач.
Приклад. Знайти ранг матриці А .
Розв’язання. Виберемо як ведучий перший рядок матриці і, використовуючи зручну рівність (a11 = 1), за допомогою еквівалентних перетворень перетворимо в нуль спочатку усі елементи першого стовпчика, крім першого елемента, потім аналогічно перетворимо в нуль усі елементи першого рядка, крім першого, потім за допомогою другого рядка “обнулимо” третій і четвертий рядки, потім, розділивши другий стовпчик 
на ( – 3), одержимо a22 = 1, що дозволить отримати кінцевий результат:
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Отже, ранг матриці А дорівнює r = 2 і як базисний мінор можна взяти будь-які два рядка і два стовпчики, нехай це будуть два перших стовпчика і два перших рядки початкової матриці, у яких залишилися ненульові елементи після еквівалентних перетворень:
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Тоді базисними будуть перші два стовпчики і перші два рядки 
матриці А.

1.2.7. Розв’язання системи n лінійних рівнянь 
із n невідомими
Розглянемо систему з  n  лінійних рівнянь із  n  невідомими:
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що у розгорнутому вигляді може бути подана так:
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(1.25)

Однорідною називається система рівнянь (1.25), якщо частини всіх рівнянь, що стоять праворуч, дорівнюють нулю (аi = 0). В іншому випадку система рівнянь (1.25) називається неоднорідною.

Матриця А цієї системи (1.25) буде квадратною матрицею n-го порядку 
з визначником | A| = Δ .
Визначеною називається система рівнянь (1.25), якщо її визначник відмінний від нуля (| A| = Δ ( 0), тоді система рівнянь має єдиний розв’язок, який можна знайти, наприклад, за формулами Крамера:


[image: image70.wmf]n

j

x

j

j

,

...

,

2

,

1

;

=

=

D

D

,
(1.26)

де Δ j – визначник, що утворюється з визначника | A| шляхом заміни його 
j-го стовпчика на стовпчик А0 частин системи (1.25), що стоять праворуч.

Невизначеною називається система рівнянь (1.25) у випадку, коли визначник системи дорівнює нулю (| A| = Δ = 0) і усі визначники (Δ j = 0) також дорівнюють нулю. Тоді розв’язок (1.26) системи рівнянь (1.25) являє собою систему тотожних рівностей:
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які справедливі при будь-яких значеннях невідомих, тому система рівнянь (1.25) може мати необмежену кількість розв’язків.

Сумісною називається система лінійних рівнянь (1.25) у випадку, коли вона має хоча б один розв’язок. Для перевірки її сумісності використовується така теорема.

Теорема (Кронекера – Капелі). Система лінійних рівнянь (1.25) є сумісною тоді і тільки тоді, коли ранг матриці системи дорівнює рангу її розширеної матриці. Доведення теореми засновано на використанні поняття лінійної залежності векторів.
Несумісною називається система рівнянь (1.25), якщо визначник системи дорівнює нулю (| A| = Δ = 0) і хоча б один із визначників (Δ j ( 0) 
не дорівнює нулю. Така система розв’язків не має.

Однорідна система рівнянь завжди має тривіальне розв’язання  (Х = 0). 
Розв’язання визначеної системи рівнянь (1.25) може бути отримано і за допомогою оберненої матриці. З цією метою для подальшого аналізу, крім квадратної матриці A, що називається матрицею системи, введемо в розгляд вектор-стовпчик (X) шуканих змінних у рівняннях системи (1.25) 
і вектор-стовпчик (A0) правих частин рівнянь цієї системи:
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Тоді початкову систему лінійних рівнянь (1.25) можна записати в матричній формі:

A X = А0.



     (1.28)
Система рівнянь (1.25) є визначеною, тому її визначник не дорівнює нулю (| A| = Δ ( 0). Отже, існує обернена матриця А–1.
Помноживши зліва праву і ліву частини цього рівняння (1.28) 
на обернену матрицю А–1, одержимо:      А–1 A X = А–1 А0;  (  E X = А–1 А0, або остаточно:

X = А–1 А0.



       (1.29)

Відзначимо, що для практичних розрахунків формула (1.29) більш прийнятніша, ніж формули Крамера (1.26). 

Приклад. Знайти розв’язок системи рівнянь:
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Розв’язання. Позначимо через B матрицю системи рівнянь і через b – праву частину системи, одержимо:
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Тоді в матричній формі система рівнянь і її розв’язання запишеться:
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Отже, система рівнянь має розв’язок: x1 = 8, x2 = 2. Підстановка знайденого розв’язання у початкові рівняння обертає ці рівняння в тотожності:

x1
+
2 x2
=
12;

(

8
+
2 ( 2
=
12;

2x1
+
  x2
=
18;

(

2 ( 8
+
   2
=
18,

що дозволяє вважати отримане розв’язання правильним.

Приклад. Знайти розв’язок системи рівнянь:
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Розв’язання. У даному випадку система має матрицю  А:
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Визначник | A| = ( 1, тому обернена матриця А–1 існує. Застосовуючи алгоритм її відшукання, послідовно одержуємо:
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Використовуючи формулу (1.29), знаходимо:

[image: image83.wmf].
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Отже, система рівнянь має розв’язок: x1 = 2, x2 = 1, x3 = 0. Підстановка отриманого розв’язання у початкові рівняння обертає ці рівняння в тотожності:
2 ∙ 2
+
2 ∙ 1
+
3 ∙ 0
=
6;



6
=
6;

  2
–
1


=
1;

(

1
=
1;

– 2
+
2 ∙ 1
+
0
=
0;



0
=
0,

що дозволяє вважати отримане розв’язання правильним.
1.2.8. Системи m рівнянь із n невідомими
Розглянемо систему з m лінійних рівнянь із n невідомими xi:
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(1.30)

Будемо вважати, що система лінійних рівнянь (1.30) має матрицю системи ( А) і розширену матрицю системи ( Ā ), яка відрізняється 
від матриці системи тим, що включає ще і стовпчик коефіцієнтів правих частин рівнянь:
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(1.31)

Будемо також вважати, що система рівнянь (1.30) є сумісною, тобто ранг r матриці A системи (1.30) дорівнює рангу ř її розширеної матриці Ā відповідно до розглянутої раніше теореми Кронекера – Капелі. 

Відомо, що ř = r ( min (m, n), де m – число рядків, а n – число стовпчиків, тому ř = r ( m, отже, відповідно до теореми про базисний мінор, у складі m рядків матриці Ā лінійно незалежні тільки r рядків, інші m – r рядків є лінійними комбінаціями лінійно незалежних r рядків.

Еквівалентними перетвореннями можна розташувати усі лінійно незалежні рядки і змінні, наприклад, у лівому верхньому куту матриці Ā. 
Ці рядки і змінні (стовпчики змінних) будуть складати базисний мінор Mr. У такому випадку перші r рядків системи рівнянь (1.30) будуть лінійно незалежними; інші рядки, починаючи з (r + 1)-го рядка і далі, будуть їх лінійними комбінаціями. Це означає, що початкова система рівнянь (1.30) еквівалентна системі рівнянь (1.32), складеної тільки з лінійно незалежних рядків початкової системи рівнянь:
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(1.32)

Отже, будь-яке розв’язання системи лінійно незалежних рівнянь (1.32) 
є і розв’язком початкової системи рівнянь (1.30). Отже, щоб знайти усі розв’язання початкової системи (1.30), достатньо знайти усі розв’язки системи (1.32), складеної тільки з лінійно незалежних рівнянь початкової системи. Тому розглянемо питання про відшукання розв’язків для другої системи рівнянь (1.32) для двох випадків.
1. r = n. У найпростішому випадку, коли m = n і усі n рівнянь системи (1.30) є незалежними, тобто r = n, система рівнянь (1.32) є визначеною і має єдиний розв’язок.

2. r ( m < n . Тепер розглянемо випадок, коли r ( m < n, тобто коли 
в другій системі (1.32) невідомих змінних більше, ніж рівнянь. Далі використаємо такі визначення.

Базисними будемо називати невідомі, що відповідають базисним 
стовпчикам матриці  A. 
Небазисними (вільними) будемо називати інші невідомі.

Відповідно до припущення щодо базисного мінора Mr матриці А, базисними невідомими будуть х1, x2, …, хr; інші невідомі, тобто хr+1, …, хn – є вільними. Розв’яжемо систему лінійно незалежних рівнянь системи (1.32) щодо базисних невідомих, залишивши базисні невідомі в частині рівнянь, що знаходиться ліворуч:
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(1.33)

Визначник системи рівнянь (1.33) не дорівнює нулю і дорівнює базисному мінору Mr. Тому, якщо вільним невідомим дати якісь числові значення (хоr+1, …, хоn), то значення базисних невідомих визначаться однозначно із системи рівнянь (1.33) при цілком визначеному значенні частин рівнянь, що знаходяться праворуч у системі рівнянь (1.33) відповідно до заданих значень (хоr+1, …, хоn). Одержуваний розв’язок буде і розв’язанням вихідної системи рівнянь (1.30) (при конкретних значеннях вільних змінних).

Частковим розв’язанням системи рівнянь (1.33) називається розв’язання, одержане при конкретних значеннях вільних змінних. 

Базисним розв’язанням називається часткове розв’язання у випадку, коли усі вільні змінні дорівнюють нулю.

Загальним розв’язанням системи рівнянь (1.30) і еквівалентної їй системи рівнянь (1.32) називається таке розв’язання, у якому кожна базисна невідома виражена через вільні змінні.

Далі позначимо:
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замінимо позначення вектора 
[image: image90.wmf]X

 на X і для відшукання загального розв’язання запишемо систему рівнянь (1.33) у матричній формі:

[image: image91.wmf]b

BX

=

.




(1.34)

У матриці B визначник Mr ( 0 не дорівнює нулю, тому для матриці B існує обернена матриця В–1. Тому помножуючи зліва матричне рівняння на матрицю В–1, одержимо:
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Остання рівність є розв’язанням системи лінійно незалежних рівнянь (1.33), що еквівалентна початковій системі (1.30). Цю рівність можна навести в розгорнутому вигляді:

[image: image93.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

-

-

-

=

-

-

-

=

-

-

-

=

+

+

+

+

+

+

.

...

;

...

;

...

1

1

2

1

1

2

2

2

1

1

1

1

1

1

n

rn

r

rr

r

r

n

n

r

r

n

n

r

r

x

d

x

d

c

x

x

d

x

d

c

x

x

d

x

d

c

x

K

K

K

K

K

K

K

K



(1.35)

Розглянемо вектор:
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(1.36)

При будь-яких значеннях вільних змінних (х r +1, …, х n) вектор 
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X

 (1.36) буде розв’язанням як системи лінійно незалежних рівнянь (1.33), так і початкової системи (1.30). Вектор 
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, у якому усі базисні змінні виражені через вільні, називається загальним розв’язанням системи рівнянь (1.32).

Приклад. Знайти розв’язання системи лінійних рівнянь:

[image: image97.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

-

+

-

=

-

+

-

=

-

+

+

=

+

-

+

.

6

18

11

7

;

6

4

3

;

18

2

2

;

12

3

2

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Розв’язання. Спочатку знаходиться ранг матриці системи, використовуючи елементарні перетворення. Попередньо нагадаємо, що елементарними або еквівалентними перетвореннями матриці А називаються такі перетворення, що не змінюють рангу матриці.
1. Перестановка місцями будь-яких двох рядків або стовпчиків матриці.

2. Додавання до елементів одного з рядків (стовпчиків) матриці відповідних елементів іншого рядка (стовпчика), помножених на деяке число α ( 0.
3. Множення (ділення) деякого рядка (стовпчика) матриці на число, 
яке не дорівнює нулю.
Звернемо увагу на те, що для даної системи рівнянь матриця A системи збігається з розглянутою матрицею на стор. 62, 63, для якої був знайдений ранг матриці і базисний мінор:
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Зокрема, ранг матриці А виявився таким, що дорівнює  r  =  2 і як базисний мінор можна взяти:
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У цьому випадку базисними будуть перші два стовпчики і перші два рядки матриці А. Для визначення рангу розширеної матриці Ā достатньо взяти два базисних стовпчики і стовпчик частин, що знаходяться праворуч, і виконати аналогічні перетворення:
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Звідси випливає, що ранг розширеної матриці дорівнює ř = 2. Отже, система рівнянь є сумісною, тому що r = ř = 2, але невизначеною, тому 
що r  = 2 < n = 4. Обраному базисному мінору відповідають базисні невідомі  x1, x2  і вільні невідомі  x3, x4.
Базисними рядками є перші два рядки матриці А, тому останні 
n – r = 4 – 2 = 2 рівнянь є лінійно залежними від перших r = 2 рівнянь і автоматично задовольняються розв’язком базисних рівнянь (першого і другого). 
Відкинувши третє і четверте рівняння, як лінійно залежні, одержимо систему рівнянь, еквівалентну до початкової:
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Перенесемо доданки з вільними змінними у частини рівнянь, що знаходяться праворуч:
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Позначимо через B матрицю останньої системи і через b – частину системи, що знаходиться праворуч, і врахуємо, що в попередньому прикладі обернена матриця системи вже була знайдена. Тоді:
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У результаті одержимо розглянуту систему рівнянь і загальне розв’язання:
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Щоб знайти базисне розв’язання системи, достатньо в загальному розв’язку вважати вільні змінні такими, що дорівнюють нулю, тобто х3 = х4 = 0.
Тоді одержимо базисне розв’язання Xб = (8, 2, 0, 0)Т. Підстановка базисного розв’язання в кожне з початкових рівнянь обертає ці рівняння в то-тожності. Коректність загального розв’язання перевіримо шляхом його підстановки на прикладі першого рівняння:
x1 + 2x2 –  x3 + 3x4 = 12;

(8– x3 5/3 + x4 5/3) + 2(2 + x3 4/3 – x4 7/3) – x3 + 3x4 = 12 + x3 0 + x4 0 = 12.

Отже, при підстановці загального розв’язання перше рівняння обернулося в тотожність. Аналогічно можна перевірити коректність отриманого розв’язання шляхом його підстановки в інші рівняння.
Питання і завдання для самоперевірки
1. Що таке матриця, як вона пов’язана із системою лінійних рівнянь, що таке розширена матриця? Як позначається матриця, що таке розмір-ність матриці і як вона позначається? Де знаходиться головна і побічна діагоналі матриці і для яких типів матриць існують такі діагоналі? Як записуються матриці: діагональна, одинична і нульова? Що таке транспонована матриця?

2. Що таке формули Крамера, для чого використовуються і як записуються?

3. У якому випадку дві матриці називаються рівними одна одній? 
У якому випадку і як можна знайти суму матриць, різницю матриць? Як можна помножити матрицю на число? Що таке протилежна матриця? 

4. У якому випадку і як можна перемножити дві матриці? Які властивості притаманні добутку матриць?

5. Що таке власний вектор і власне число матриці? 

6. Що таке визначник квадратної матриці, як можна знайти значення визначника другого і третього порядку? Що таке мінор і алгебраїчне доповнення елемента матриці? 

7. Які властивості притаманні визначникам?

8. Як можна знайти визначник квадратної матриці, використовуючи розкладання визначника за елементами рядка або стовпчика?

9. Що таке матриця особлива, неособлива і обернена матриця? 
Як знайти обернену матрицю?

10. Що таке ранг матриці, базисний мінор? Які перетворення матриці називаються еквівалентними і як їх можна використовувати для відшукання рангу матриці?

11. Коли система лінійних рівнянь називається однорідною, неоднорідною, визначеною, невизначеною, сумісною і несумісною? Чи завжди однорідна система лінійних рівнянь має розв’язання

12. Як за допомогою оберненої матриці знайти розв’язання системи
n лінійних рівнянь із n невідомими?

13. Сформулюйте теорему Кронекера–Капелі.

14. Коли система лінійних рівнянь має нескінченне число розв’язків? 
Яка система рівнянь називається еквівалентною і скільки рівнянь вона містить? Що таке базисні і небазисні (вільні) змінні і як вони взаємопов’язані? Чим відрізняється загальне розв’язання системи m рівнянь із n невідомими від її часткового і базисного розв’язання?

1.3. Метод повного виключення
Формули Крамера зручні для дослідження структури розв’язань системи лінійних рівнянь, проте їх застосування для практичних розрахунків вкрай незручне, тому що пов’язано з попереднім дослідженням системи на предмет наявності розв’язку (визначення рангу матриці і розширеної матриці системи) і потім із великою кількістю арифметичних операцій (порядку (n – 1) n !). 
Більш зручним є метод повного виключення (метод Жордана – Гауса), заснований не на теорії визначників, а на елементарних перетвореннях початкових рівнянь або їх матриць в еквівалентні системи рівнянь і матриці. 

Нагадаємо, що дві системи рівнянь називаються еквівалентними (рівносильними), якщо будь-яке розв’язання однієї із систем є також розв’язанням і іншої системи, тобто якщо вони мають однакову множину розв’язків.
Для розв’язання систем лінійних рівнянь існує декілька методів виключення невідомих із рівнянь. Усі методи засновані на можливості зберігання будь-якої невідомої в одному із рівнянь системи й одночасно – виключення цієї невідомої з усіх інших рівнянь. Домогтися такого результату можна за допомогою двох, розглянутих раніше, елементарних (еквівалентних) перетворень системи рівнянь:
1) множенням (або діленням) обох частин рівняння на будь-яке число, що не дорівнює нулю;

2) додаванням (або вирахуванням) до одного рівняння системи іншого її рівняння, помноженого на деяке число α ( 0.

Кожне з таких перетворень, а також будь-яка їх послідовність призводить до нової системи рівнянь, що еквівалентна початковій системі.
1.3.1. Принцип розв’язання задач 
методом повного виключення
Методом повного виключення називається послідовність еквівалентних перетворень початкової системи лінійних рівнянь із метою зберігання кожної базисної невідомої змінної з одиничним коефіцієнтом тільки в од-ному із рівнянь і виключення цієї змінної з інших рівнянь системи.

Алгоритм методу складається з послідовності однотипних кроків. Кожний крок містить три етапи: 

1) вибирають головне рівняння і у ньому – ведучу невідому;

2) ведуча невідома еквівалентними перетвореннями системи рівнянь виключається з інших рівнянь системи;

3) перевіряється сумісність системи рівнянь і їх лінійна незалежність. 

Зауважимо, що усі несумісні системи еквівалентні між собою. 

Ознакою несумісності початкової системи рівнянь є поява в складі рівнянь, що перетворюються, хоча б одного рівняння із виглядом:
0x1 + 0x2 + … + 0xn = a,   (a ( 0),


(1.37)

тобто такого рівняння, що не може бути справедливим ні за яких значеннях змінних xj.
Якщо в складі рівнянь, що перетворюються, з’явиться рівняння типу: 

0x1 + 0x2 + … + 0xn = 0,



   (1.38)

то таке рівняння правдиве за будь-яких значень xj, є лінійно залежним від інших рівнянь системи і його можна відкинути. Отримана система вже буде містити менше рівнянь, але буде еквівалентна початковій.

Розглянемо операції алгоритму методу повного виключення на кон-кретному прикладі.

Приклад.
Розв’язати систему лінійних рівнянь методом повного виключення:
– 3
3x1
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2 x2
–
6 x3
+
7 x4
=
0; 


– 2
2 x1
–
x2
+
17 x3
–
7 x4
=
26. 


Для зручності чергову ведучу змінну будемо виділяти жирним шрифтом і підкреслювати. Поточне ведуче рівняння будемо відзначати праворуч знаком “((” – стрілка з “пташкою” і далі будемо зберігати підкреслення 
і знак “(” для елементів і рядків, уже використаних як ведучі.

Одночасно для полегшення виконання кожного кроку зліва навпроти кожного рівняння будемо помічати величину коефіцієнта, на який помножається ведуче рівняння перед додаванням до даного рівняння. 

Розв’язання. На першому кроці ведучим виберемо друге рівняння 
і у ньому першу невідому х1. Виконаємо перетворення початкової системи рівнянь, які виключають невідому х1 з інших рівнянь, одержимо:
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На другому кроці ведучим виберемо четверте рівняння і невідому х2, помноживши її на коефіцієнт ( – 1). Після перетворення одержимо: 
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На третьому кроці ведучим виберемо третє рівняння і невідому х4. 

Після перетворення одержимо:






0
=
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20;
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x4
=
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3 x3


=
– 14.
(

У цій системі рівнянь перше рівняння є лінійною комбінацією інших рівнянь, що дозволяє видалити перше рівняння із системи рівнянь і одер-жати еквівалентну систему рівнянь:
x1


+
7x3


=
20;
(







x4
=
4;
(



 x2
–
3 x3


=
– 14.
(

Перетворення закінчені, тому що кожне з рівнянь, що залишилися, уже було ведучим. 

Спроба продовжити перетворення, наприклад із метою виключення змінної х3 із першого рівняння шляхом додавання до нього третього рівняння, призведе до появи змінної х2 у двох рівняннях – у першому 
і у третьому, що суперечить меті методу повного виключення.  

Як базисні невідомі вибиремо невідомі х1, х2, х4, що використовувалися як ведучі. Невідома х3 є вільною.

З останньої системи рівнянь виразимо базисні невідомі через вільні:
x1
=
20
–
7x3;

x4
=
4;



 x2
=
– 14
+
3 x3.

Запишемо загальне (Xзаг), базисне (Xб) і часткове (Xч) розв’язання початкової системи рівнянь. Для одержання часткового розв’язання призначимо у загальному розв’язанні вільну невідому такою, що дорівнює одиниці ( х3 = 1), одержимо:
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Далі підставимо часткове розв’язання у початкову систему рівнянь:
3 ∙ 13
+
4 ∙ ( – 11)
+
9 ∙ 1
–
2 ∙ 4
=
– 4;

13


+
7 ∙ 1
–
2 ∙ 4
=
12;



2 ∙ ( – 11)
–
6 ∙ 1
+
7 ∙ 4
=
0;

2 ∙ 13
–
   ( – 11)
+
17 ∙ 1
–
7 ∙ 4
=
26.

Після виконання множення знаходимо:
39
–
44
+
9
–
8
=
– 4;

або

– 4
=
– 4;

13


+
7
–
8
=
12;

остаточно 

12
=
12;


–
22
–
6
+
28
=
0;

знаходимо

0
=
0;

26
+
11
+
17
–
28
=
26,



26
=
26.

Отже, знайдене розв’язання є правильним.

У результаті, розв’язуючи методом повного виключення невизначену систему рівнянь, тобто таку, у якої ранг (r < n) менше числа невідомих, є можливість висловити базисні невідомі (x1, x2, …, x r), які були використані як ведучі під час перетворень, через усі (n – r) інші – вільні невідомі, тобто через (xr+1, xr+2, …, xп). Загальне розв’язання еквівалентної та початкової системи рівнянь буде мати вигляд:

[image: image111.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

+

+

+

+

+

+

+

+

.

;

;

;

;

1

)

(

,

1

)

(

1

,

)

(

)

(

,

2

1

)

(

1

,

2

)

(

2

)

(

,

1

1

)

(

1

,

1

)

(

1

1

2

1

n

r

n

r

n

r

r

r

r

r

r

m

n

r

n

r

r

r

r

n

r

n

r

r

r

r

n

r

r

заг

x

x

x

a

x

a

a

x

a

x

a

a

x

a

x

a

a

x

x

x

x

x

X

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

.

(1.39)

Базисним розв’язанням називається розв’язання (1.39) за умови, коли всім небазисним змінним присвоюється значення, що дорівнює нулю. 

У випадку успішного відшукання розв’язання сумісної системи рівнянь перевірка його правильності виконується шляхом підстановки розв’язання з урахуванням таких особливостей:

1) якщо r = n, то система є визначеною і має розв’язання (1.39), тоді підстановка виконується в усі початкові рівняння;

2) якщо r < n, то система є невизначеною і тоді може використовуватися спрощена перевірка шляхом вибору ненульових значень для вільних змінних і наступної підстановки розв’язання (1.39) в усі рівняння початкової системи. Базисне розв’язання для перевірки не використовується, тому що воно містить не менше (n – r) нульових значень змінних, що знижує достовірність такої перевірки.

1.3.2. Табличний варіант методу повного виключення
Звернемо увагу на той факт, що усі перетворення початкової системи рівнянь виконуються тільки над коефіцієнтами рівнянь і їх частин, що знаходяться праворуч. Невідомі змінні ( xj ) тільки приписуються після обчислення відповідних коефіцієнтів для вказівки сенсу перетворень. Ця особливість дозволяє спростити запис кроків перетворень, представивши замість початкової системи рівнянь:
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розширену матрицю системи у вигляді початкової таблиці (див. табл. 1.4). 
У першому стовпчику, як і раніше, будемо записувати число, на яке помножається ведучий рядок перед додаванням до даного рядка. Якщо ведуча змінна (хk) має у ведучому ((-му) рівнянні одиничний коефіцієнт (а( k = 1), то для її виключення з i-го рівняння прийдеться використовувати число ( –  аi k).
Таблиця 1.4

Початковий запис системи рівнянь

– аi k
x1
x2
…
xk
…
xn
A0
B
(


а11
а12
…
а1k
…
а1n
а1
b1



а21
а22
…
а2 k
…
а2 n
а2
b2



…
…
…
…
…
…
…
…



аi 1
аi 2
…
аi k
…
аi n
аi
bi



…
…
…
…
…
…
…
…



а( 1
а( 2
…
а( k = 1
…
а( n
а(
b(
((


…
…
…
…
…
…
…
…



аm 1
аm 2
…
аm k
…
аm n
аm
bm


Останній стовпчик (стовпчик B) є контрольним. Кожний елемент bi стовпчика B є сумою всіх інших елементів i-го рядка розширеної матриці. Усі операції, що відбуваються над елементами i-го рядка, виконуються 
і над контрольним елементом bi стовпчика В у цьому ж рядку. Потім знову обчисляють контрольну суму (bi S ) всіх інших елементів i-го рядка розширеної матриці. Якщо значення цієї суми збігається з новим значенням контрольного елемента (bi = bi S ), то виконані перетворення уважаються безпомилковими. В іншому випадку варто знайти і усунути причину розбіжності цих значень (помилку в розрахунках).

Зауважимо, що елементарним (еквівалентним) перетворенням початкової системи рівнянь у такому матричному (табличному) зображенні будуть відповідати елементарні перетворення нульової таблиці:

1) множення (або ділення) всіх елементів довільного рядка (включаючи контрольний елемент у стовпчику B) на будь-яке число, що не дорівнює нулю;
2) додавання (або вирахування) до елементів одного рядка (включаючи контрольний елемент у стовпчику B) відповідних елементів іншого рядка, помножених на деяке число α .

Розглянемо табличний варіант методу повного виключення на прикладі.

Приклад. Знайдемо розв’язання вже розглянутого прикладу для системи  з чотирьох лінійних рівнянь:
3x1
+
4 x2
+
9 x3
–
2 x4
=
– 4;

x1


+
7x3
–
2 x4
=
12;



2 x2
–
6 x3
+
7 x4
=
0;

2 x1
–
x2
+
17 x3
–
7 x4
=
26.

Результати будемо записувати у вигляді таблиць, розміщаючи їх один під одним. Припустимо також, що ведучий елемент a( k обраний у ((-му) рядку на k-му місці. Отже, k-й стовпчик таблиці буде ведучим. Додамо до таблиць:

1) стовпчик контрольних сум (bi S ), що обчисляються за кожним рядком  після перетворення попередньої таблиці;

2) стовпчик ознак (( ) урахування використання рядка як ведучого рядка;

3) стовпчик коефіцієнтів – ai k , на які потрібно множити коефіцієнти ведучого ((-го) рядка перед його додаванням із коефіцієнтами кожного рядка, що перетворюється. 

На першому кроці (див. табл. 1.5), після формування початкової таблиці і контрольних сум (bi) елементів рядків, виберемо ведучим перший елемент (a21 = 1) у другому рядку, тому що цей елемент уже дорівнює одиниці, що дозволяє не виконувати попереднього перетворення ведучого рядка. Факт вибору другого рядка як ведучого відзначимо значком (( ) “пташка” в останній колонці навпроти ведучого рядка. 

Ведучим стовпчиком називається стовпчик, у якому стоїть ведучий елемент. 

У нашому випадку ведучим виявився перший стовпчик, у якому елементарними перетвореннями варто перетворити в нуль коефіцієнти 
в усіх рядках, крім ведучої (виключити з цих рядків невідому x1). Для цього до першого рядка потрібно буде додати ведучий рядок, помножений на (– a11 = – 3), до четвертого – ведучий рядок, помножений на (– a41 = – 2). Запишемо ці значення в першому стовпчику таблиці.

Помножимо елементи ведучого рядка на (– a11 = – 3) і додамо до елементів першого рядка. Результат занесемо в перший рядок другого кроку таблиці 1.5. Для перевірки правильності розрахунків наново знайдемо контрольну суму елементів першого рядка (b1S  = – 44) і порівняємо із перетвореною контрольною сумою (b1 = – 44). Переконавшись у їх ідентичності, приймаємо розв’язання про те, що перетворення першого рядка виконано правильно.

Таблиця 1.5

Послідовність розв’язання прикладу табличним методом

– ai k
x1
x2
x3
x4
A0
bi
bi S
(
Номер кроку

–3
3
4
9
–2
–4
10





1
0
7
–2
12
18

( (
1


0
2
–6
7
0
3




–2
2
–1
17
–7
26
37




4
0
4
–12
4
–40
– 44
– 44




1
0
7
–2
12
18
18
(
2

2
0
2
–6
7
0
3
3



–1
0
–1
3
–3
2
1
1
( (


8
0
0
0
–8
–32
– 40
– 40



2
1
0
7
–2
12
18
18
(
3


0
0
0
1
4
5
5
( (


–3
0
1
–3
3
–2
–1
–1
(



0
0
0
0
0
0
0




1
0
7
0
20
28
28
(
4


0
0
0
1
4
5
5
(



0
1
–3
0
–14
–16
–16
(



x1
x2
x3
x4
A0
bi
bi S



Помножимо елементи ведучого рядка на (– a41 = – 2) і додамо до елементів четвертого рядка. Результат занесемо в четвертий рядок другого кроку таблиці 1.5. Для перевірки правильності розрахунків наново знайдемо контрольну суму елементів четвертого рядка (b4 S = 1) і порівняємо 
із перетвореною контрольною сумою (b4 = 1). Рівність (b4 = b4 S =1) свідчить на користь коректності перетворень четвертого рядка.

Другий і третій рядки можна перенести в рядки другого кроку табл. 1.5 без зміни, тому що в третьому рядку вже коефіцієнт (a31 = 0), 
а ведучий рядок уже має ведучий коефіцієнт, що дорівнює одиниці.

На другому кроці виберемо ведучим другий елемент (a42 =  – 1) у четвертому рядку, тому що цей елемент уже дорівнює (мінус) одиниці, 
що дозволяє спростити виконання попереднього перетворення ведучого рядка. Факт вибору четвертого рядка як ведучого відзначимо значком ((( ) в останньому стовпчику навпроти ведучого рядка.

Ведучим стовпчиком виявився другий, у якому елементарними перетвореннями варто перетворити в нуль коефіцієнти в усіх рядках, крім ведучого (виключити з цих рядків невідому x2). Для цього до першого рядка потрібно додати ведучий рядок, помножений на ( – a42 = 4), до третього – додати ведучий рядок, помножений на (– a32 = 2). Запишемо ці значення 
в першому стовпчику таблиці.

Помножимо елементи ведучого рядка на (– a12 = 4) і додамо до елементів першого рядка. Результат занесемо в перший рядок третього кроку табл. 1.5. Для перевірки правильності розрахунків наново знайдемо контрольну суму елементів першого рядка (b1S = – 40) і порівняємо із перетвореною контрольною сумою (b1 = – 40). Переконавшись у їх ідентичності, приймаємо розв’язання про те, що перетворення першого рядка виконано правильно.

Помножимо елементи ведучого рядка на ( – a32 = 2) і додамо до елементів третього рядка. Результат занесемо в третій рядок третього кроку табл. 1.5. Для перевірки правильності розрахунків наново знайдемо контрольну суму елементів третього рядка (b3S  = 5) і порівняємо із перетвореною контрольною сумою (b3 = 5). Переконавшись у їх ідентичності, приймаємо розв’язання про те, що перетворення третього рядка виконано правильно.

Другий рядок можна перенести в таблицю наступного третього кроку без зміни, тому що в другому рядку вже коефіцієнт (a22 = 0 ). При перенесенні ведучого рядка поділимо всі його на (a42 = – 1), що дозволить одержати значення цього коефіцієнта таким, що дорівнює одиниці. Одночасно розрахуємо нове значення контрольної суми і переконаємося у правильності виконаного перетворення четвертого рядка.

На третьому кроці ведучим виберемо елемент (a34 = 1) і, виконавши аналогічні перетворення, одержимо таблицю четвертого кроку, у якої перший рядок є лінійно залежний і може бути виключений з аналізу з одночасним зниженням рангу системи r = 4 – 1 = 3. Це означає, що число базисних невідомих дорівнює трьом. 

Із таблиці останнього (четвертого) кроку (див. табл. 1.5) випливає, 
що базисними виявилися невідомі: (x1, x2 і x4 ), у стовпчиках яких кое-фіцієнти дорівнюють одиниці (невідома x3 виявилася вільною). 

Із відзначеної частини табл. 1.5 одержимо вирази для базисних невідомих (x1, x2 і x4 ) через вільну невідому (x3 ): x1 = 20 – 7 x3 ; 
x2 = – 14 + 3 x3 ; x4 = 4. Із цією метою використаємо другий, четвертий 
і третій рядки відповідно. У підсумку загальне, базисне і часткове (при x3 = 1) розв’язання системи рівнянь набудуть вигляду: 
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Перевірка. Підставимо часткове розв’язання в усі рівняння початкової системи, одержимо:
3 ∙ 13
+
4 ∙ (–11)
+
9 ∙ 1
–
2 ∙ 4
=
– 4;

13


+
7 ∙ 1
–
2 ∙ 4
=
12;



2 ∙ (–11)
–
6 ∙ 1
+
7 ∙ 4
=
0;

2 ∙ 13
–
(–11)
+
17 ∙ 1
–
7 ∙ 4
=
26.

Після виконання множення знаходимо:
39
–
44
+
9
–
8
=
– 4;

або

– 4
=
– 4;

13


+
7
–
8
=
12;

остаточно 

12
=
12;


–
22
–
6
+
28
=
0;

знаходимо:

0
=
0;

26
+
11
+
17
–
28
=
26,



26
=
26.

Отже, отримане розв’язання є правильним.
1.3.3. Формули повного виключення
Табличний варіант методу повного виключення дозволяє спростити отримання розв’язання системи лінійних рівнянь. Процес розрахунків може бути ще більш спрощений, якщо записати формули, за якими перетворюються елементи таблиці (коефіцієнти системи лінійних рівнянь) у результаті одного кроку методу повного виключення.

Для цього повернемося до початкової таблиці (див. табл. 1.6) і припустимо, що ведучим обраний елемент а( k ( 0. Тоді ведучими будуть (-й рядок і k-й стовпчик.

Для того щоб на місці головного елемента (а( k ( 0) одержати одиницю, потрібно всі елементи ведучого (-го рядка перетворити шляхом ділення на ведучий елемент (а( k ):
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У результаті ведучий (-й рядок перетвореної таблиці набуде вигляду:
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Таблиця 1.6

Зображення методу повного виключення

x1
x2
…
xj
…
xk
…
xn
A0
bi
(
Перетворення

а11
а12
…
а1j
…
а1k
…
а1n
а1
b1



а21
а22
…
а2j
…
а2k
…
а2 n
а2
b2



…
…
…
…
…
…
…
…
…
…



аi 1
аi 2
…
аi j
…
аi k
…
аi n
аi
bi
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Для одержання нулів у ведучому (k-му) стовпчику кожний із всіх інших i-х  ( i(( ) рядків
аi 1
аi 2
…
аi j
…
аi k
…
аi n
аi
bi

потрібно помножити всі елементи перетвореного ведучого рядка на елемент k-го стовпчика i-го рядка  (– аi k) і додати отриманий результат:
аi 1
аi 2
…
аi j
…
аi k
…
аi n
аi














[image: image123.wmf])

(

1

ik

k

a

a

a

-

l

l



[image: image124.wmf])

(

2

ik

k

a

a

a

-

l

l


…

[image: image125.wmf])

(

ik

k

j

a

a

a

-

l

l


…
– аik
…

[image: image126.wmf])

(

ik

k

n

a

a

a

-

l

l



[image: image127.wmf])

(

ik

k

a

a

a

-

l

l





[image: image128.wmf]k

a

a

l

l

1



[image: image129.wmf]k

a

a

l

l

2


…

[image: image130.wmf]k

j

a

a

l

l


…
1
…

[image: image131.wmf]k

n

a

a

l

l



[image: image132.wmf]k

a

a

l

l


(

до кожного елемента i-го рядка, тобто скористатися формулою:
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Отже, елементи наступної таблиці після одного кроку методу повного виключення утворюються з елементів попередньої таблиці за такими формулами:

[image: image134.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

-

=

=

¹

-

=

=

=

=

=

.

;

,

...

,

2

,

1

,

,

;

;

;

...,

,

2

,

1

,

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

k

ik

k

i

i

k

ik

j

k

ij

ij

k

k

k

j

j

a

a

b

a

b

b

n

j

i

a

a

a

a

a

a

a

b

b

a

a

a

n

j

a

a

a

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

рядoк)

 

вeдуч.

(

(1.40)

Формули (1.40) називають формулами повного виключення. Послідовне застосування цих формул дозволяє розв’язувати методом повного виключення будь-які системи лінійних рівнянь. Одночасно ці формули є ключовими в теорії лінійного програмування.

Чисельник формули для розрахунку нового значення елемента 
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 можна одержати за правилом, який схожий 
з правилом розкриття визначника другого порядку, якщо навести шуканий та інші розрахункові елементи у вигляді чотирикутника (див. рис. 1.31), із головною 
і побічною діагоналлю. 

Отже, процес перетворення таблиці після вибору ведучого елемента включає такі операції:

1) без зміни перенесення у нову таблицю усіх (i-х) рядків, що мають 
у головному стовпчику нульовий елемент (аi k = 0), тому що ці рядки не змінюються;

2) без зміни перенесення у нову таблицю усіх (  j-х) стовпчиків, що 
у ведучому рядку мають нульовий елемент (а( j = 0), тому що ці стовпчики теж не змінюються;

3) ділення усіх елементів ведучого рядка на головний елемент а( k 
і занесення в нову таблицю; 

4) заміну ведучого стовпчика (у новій таблиці) стовпчиком із усіма нулями, крім ведучого елемента, що дорівнює одиниці;

5) перетворення інших елементів старої таблиці за правилом прямокутника і занесення в нову таблицю.

1.3.4. Застосування методу повного виключення
Крім свого основного призначення – розв’язання системи лінійних рівнянь, метод повного виключення може використовуватися для розв’язання задач: 

1) обчислення визначників; 

2) обчислення рангу матриці;

3) пошуку оберненої матриці;

4) пошуку власних векторів матриці та ін.

Розглянемо деякі з цих напрямків застосування.

1. Обчислення визначника реалізується методом зниження його порядку, для чого необхідно перетворити всі елементи якогось стовпчика (рядка) у нуль, крім одного, який дорівнюватиме одиниці. Для цього, виконуючи черговий крок методу повного виключення, варто пам’ятати, що ділення ведучого рядка визначника на ведучий елемент еквівалентно винесенню загального множника рядка за знак визначника. Тобто, обравши ведучий елемент визначника, його виносять множником за знак визначника, після чого визначник перетворюють за методом (за формулами) повного виключення.  Понизивши порядок визначника, усе повторюють спочатку.

2. Обчислення рангу матриці полягає в підрахунку числа кроків методу повного виключення до закінчення перетворення початкової таблиці (матриці системи рівнянь).
3. Пошук оберненої матриці А–1 зводиться до розв’язання n систем лінійних рівнянь, що відрізняються тільки частинами, що знаходяться праворуч і мають таку об’єднану матрицю:
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Якщо матриця А  невироджена, то після n кроків методу повного виключення і деякої перестановки рядків останньої таблиці, одержимо таблицю:
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,
тобто на місці одиничної матриці буде знаходитися обернена матриця А–1, а на місці матриці А системи – буде одинична матриця.

Приклад. Використовуючи метод повного виключення, знайти матрицю А–1, обернену матриці А:
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Відзначимо, що при аналізі поняття “алгебраїчне доповнення” для цієї матриці вже була знайдена обернена матриця, що мала вигляд:
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Таблиця 1.7

Покрокове визначення оберненої матриці А–1
методом повного виключення

– аi k






bi
bi s
(
Номер кроку
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1
0
0
3
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0
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( (
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Розв’язання. Задачу розв’яжимо, використовуючи на першому кроці 
в якості ведучого – елемент a31, на другому кроці – a12, на третьому кроці – a23. Потім переставимо рядки так, щоб у лівій частині елементи головної діагоналі були відмінні від нуля (рівні одиниці). У підсумку одержимо послідовність кроків методу повного виключення, подану у таблиці 1.7. 

Потім поміняємо рядки місцями таким чином, щоб одиничні елементи в лівій частині виявилися на головній діагоналі, що буде відповідати одиничній матриці. Далі остаточно знайдемо результат – уже відому обернену матрицю А–1:
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Отже, застосування методу повного виключення дозволяє істотно спростити процес розрахунків при виконанні обертання матриць.
Питання і завдання для самоперевірки
1. У чому полягає ідея і алгоритм розв’язання системи лінійних рівнянь методом повного виключення (методом Жордана – Гауса)? 

2. За якою ознакою можна встановити несумісність системи рівнянь 
у реалізації методу повного виключення?

3. Як реалізується табличний варіант методу повного виключення? 

4. Яка форма зображення і який порядок виконання кроків при розв’я-занні системи лінійних рівнянь методом повного виключення? 

5. Як можна контролювати коректність обчислень при реалізації методу повного виключення? 

6. Чому дорівнює максимальне число кроків при відшуканні розв’я-зання методом повного виключення і що відбудеться, якщо зробити більше число кроків?

7. Як записуються формули методу повного виключення і який порядок їх застосування при використанні табличного варіанту методу повного виключення?

8. Які додаткові завдання можуть бути розв’язані з використанням ме-тоду повного виключення? 

9. Як можна знайти обернену матрицю системи, використовуючи метод повного виключення?
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  y1 = a1 + b1 x





  y2 = a2 + b2 x





Рис. 1.29. Графічне розв’язання системи лінійних рівнянь
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Рис. 1.28. Добуток матриці A �на власний вектор � EMBED Equation.3  ���





Рис. 1.27. Добуток �матриці A на вектор � EMBED Equation.3  ���
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Рис. 1.26.  Принцип множения матриць Am n і  Bn p
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Рис. 1.30. Правило “трикутника” при визначенні знаків 


       доданків у визначнику: А) знак “+”; Б) знак “–”





Рис. 1.31. Умовна схема розрахунку чисельника формули (1.40)
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