2. МАТЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ
2.1. Основні поняття
2.1.1. Дійсні числа та їх основні властивості
Множина дійсних чисел складається з чисел раціональних і ірраціо-нальних.

Раціональним називається число, що можна подати у вигляді частки від ділення двох цілих чисел p/q, причому q ( 0. Раціональне число є або ціле, або дріб – кінцева або періодична (нескінченна). Наприклад 7; 2,5; 
2/3 = 0,666… .

Ірраціональним називається будь-яке дійсне число, що не є раціо-нальним. Наприклад π = 3,1415925…,
[image: image198.bmp]=1,4142136… .

 Протилежним числу а називається число – а (мінус “a”).

Оберненим числу а називається число 1/а, що також позначається 
а –1 = 1/а.

Нерівностями називаються співвідношення: а < b; а ( b; а > b; а ( b.

Строгими нерівностями називаються нерівності а < b; а > b.

Для будь-яких дійсних чисел а і b завжди має місце одне з трьох співвідношень: а = b, а > b, а < b.

Які б не були числа а, b і c, завжди мають місце такі співвідношення:

1) якщо а = b і b = c, то а = c;

2) якщо а > b і b > c, то а > c;

3) якщо а > b, то а + із > b + с.
Абсолютною величиною (модулем) числа а, що позначається | а |, називається саме число а, якщо а ( 0 і число – а, якщо а < 0, тобто:


[image: image2.wmf]î

í

ì

<

-

³

=

.

0

,

;

0

,

|

|

a

a

a

a

a

  

якщо

  

якщо


Для від’ємних чисел число, що знаходиться далі від нульового значення, вважається меншим, тобто ( – 10) < ( – 8) (див. рис. 2.1).
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Нерівність | х | < a еквівалентна нерівностям – а < x < a, що пояснюється на рис. 2.1.

Нехай дано два числа а і b, які далі будуть виконувати функцію граничних значень, причому а < b.

Множину чисел, що міститься у деяких границях, називають інтервалом, відрізком або півінтервалом, залежно від того, входять або не входять границі до складу цієї множини.

Інтервалом (відкритим інтервалом, сегментом) називається множина усіх чисел х, що знаходиться між числами а і b, тобто така, що задовольняє нерівностям а < x < b. Позначається множина символом x ( (а, b). Тут границі інтервалу до складу множини чисел x не входять.

Відрізком (або замкнутим інтервалом) називається множина усіх чисел х, що міститься між числами а і b, якщо самі границі інтервалу входять до складу множини чисел х. Тобто, якщо задовольняються нерівності а ( x ( b. Позначається множина символом x ( [а, b].

Півінтервалами називаються множини чисел, для яких одна з границь не входить до складу множини чисел х, тобто такі, які задовольняють умовам а ( x < b  (x ( [а, b) ) або а < x ( b (x ( (а, b] ). Тобто кругла дужка позначає границю, яка не входить до складу множини чисел х. 

Множини чисел, які задовольняють нерівностям x > а або x ( а, позначають відповідно (а, + ( ) або [а, + (). Для нерівностей (x < b) або (x ( b) використовують позначення ( – (, b) або ( – (, b] відповідно.

Усі відзначені множини називаються також проміжками. Якщо хоча 
б однією границею проміжку є нескінченність, то проміжок називається нескінченним, в іншому випадку проміжок називається скінченним.

Множина усіх дійсних чисел позначається так: 

– ( < x < + ( або x ( ( – (, + ().

Кожному дійсному числу відповідає точка на числовій осі (на координатній прямій) і навпаки, кожній точці числової осі відповідає дійсне число (її координата). Уся координатна пряма відповідає множині усіх дійсних чисел:

( – (, + ().

Приклад. Записати у вигляді інтервалу множину чисел (точок), які задовольняють нерівності:

(х – 5) 2 ( 49.

Розв’язання. Беручи до уваги, що 
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, початкову нерівність запишемо в такій (еквівалентній) формі: | х – 5 | ( 7, звідки знаходимо 
– 7 ( х – 5 ( 7 або, додаючи до усіх частин нерівності ту саму величину (5), одержимо: – 2 ( х ( 12. Отже, шуканим інтервалом є [ – 2, 12], 
і   x ( [ – 2, 12].
2.1.2. Функція, основні елементарні функції
Константою (постійною величиною) називається величина, значення якої не змінюються, наприклад константа ( (3,14.

Змінною величиною називається величина x, яка приймає різні значення, наприклад час доби. 

Існують функції і незалежні змінні величини.

Функцією від змінної величини х називається змінна величина у, наприклад температура повітря, у випадку коли кожному значенню змінної величини х, із визначеного інтервалу її значень, відповідає одне визначене значення змінної y, що символічно записується так:

y = f  (x),    y = F (x),    y = φ (x),    y = y (x),

при цьому змінна величина х називається незалежною змінною, або аргументом.

Співвідношення між х і у називається функціональною залежністю 
і формально відбивається символами f (x), F (x), φ (x), y(x), які умовно позначають закон відповідності змінних величин х і у. Закон відповідності може позначати послідовність дій над аргументом х для одержання відповідного значення y.

Приклади функцій: 
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Областю визначення функції y = f (x) називається множина значень аргументу x, для яких визначене значення y враховуючи правило f (x). Тобто для усіх значень аргументу x із цієї області значення функції y існує і може бути розраховано.

Складною функцією від змінної величини х (або суперпозицією функцій) називається залежність змінної величини у від змінної величини U (від проміжного аргументу), яка (U) сама є функцією від аргументу х (від кінцевого аргументу). Позначається складна функція: y= f (φ (x)), або y = f (U), де U = φ (x).

Якщо аргументом функції є деякий вираз, який включає незалежну змінну x, то цей вираз і є внутрішньою функцією U = φ (x).

Приклади складних функцій: 
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За співвідношенням напрямку зміни аргументу (x) і функції (y) розрізняють функції (див. рис. 2.2, пп. 1–5 відповідно):

1) зростаючі, коли збільшенню значення аргументу відповідає збільшення значень функції, наприклад     у = х;
2) спадні, коли збільшенню значення аргументу відповідає зменшення значень функції, наприклад     у = – х;
3) періодичні, для яких виконується рівність    y (x+Т ) = y (x);
4) парні, для яких виконується умова             y (x) = y ( – x);
5) непарні, для яких правдиво                        y (x) = – y ( – x). 
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Відзначимо, що властивості парності і непарності функцій мають широке практичне застосування в теорії ймовірностей і математичній статистиці, зокрема, при побудові таблиць нормального розподілу випадкових величин (див. додаток 9).

Оберненою до функції y = f (x) називають функцію x = φ (y), для якої за відомим значеннем функції (y) знаходять (див. рис. 2.3) значення аргументу (x). Обернена функція часто позначається так: x = f –1( y ).

[image: image194.wmf]a

tg

=

=

¢

x

d

f

d

f


 При цьому взаємно однозначна відповідність пар значень (х, у) може 
не зберігатися. Наприклад:  у = х2; ( x = f –1( y )= 
[image: image9.wmf]y
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, тобто одне і теж значення змінної величини y може відповідати двом значенням змінної величини х (див. рис. 2.3).
Для подальшого викладу скористаємося рисунком кола у прямокутній декартовій системі координат Оху (див. рис. 2.4) з одиничним радіусом (R = 1). Обертання променя ОА проти годинникової стрілки прийнято вважати додатним, а кутом повороту уважають кут α між додатним напрямком осі Ох і променем ОА. Вимірюють кут у радіанах, повне обернення променя дорівнює куту α = 2π радіан. Нагадаємо запис деяких функцій зі шкільного курсу математики (див. додаток 1):
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Основними елементарними функціями називаються функції:

1) степенева y = x а, де а – дійсне число (аргумент х має ступінь а); 

2) показова y = а x, де а – додатне, відмінне від одиниці число (аргумент х знаходиться в показнику ступеня числа а);

3) логарифмічна y = log а х, де а – додатне, відмінне від одиниці число;

4) тригонометричні функції y = sin (x), y = cos (x), y = tg (x), y = ctg (x); 
5) обернені тригонометричні функції y = arcsin (x), y = arccos (x), y = arctg (x), y = arcctg (x).
Нагадаємо, що логарифмом числа х на основі а називається таке число y, в яке варто піднести число а, щоб одержати число х, тобто:

х = а у;  тоді  y = log а х.

Логарифмуванням рівності на основі а називається перехід від першої (показової) форми запису до другої логарифмічної форми. 

Потенціюванням рівності називається перехід від логарифмічної (другої) форми запису до показової (до першої).

Елементарними функціями називають функції, що одержують з основних елементарних функцій шляхом кінцевого числа арифметичних дій 
і суперпозицій.

Функції задаються аналітично у вигляді формул, таблично (пари значень (xi, yi ), див., наприклад, табл. 2.1) або графічно (див. рис. 2.5).

Графіком функції називається геометричне місце точок площини Оху, координати яких (х, у) задовольняють умові    y = f (x).

Приклад. Побудувати графік функції у = х3 при x ( [ – 3, 3].

Розв’язання. Задаємося одиничним кроком зміни аргументу х і розраховуємо таблицю значень у = х3.

Таблиця 2.1

Значення функції  у = х 3

x
–3
–2
–1
0
1
2
3

у = х3
–27
–8
–1
0
1
8
27

Координати отриманих точок (х, у) відкладаємо на площині Оху 
і з’єднуємо плавною кривою лінією. Одержимо криву лінію (див. рис. 2.5).
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Приклад. Знайти область визначення функції 
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Розв’язання. Розрахунок значень цієї функції потребує обчислення значень кореня квадратного 
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, що можливо в тому випадку, коли підкореневий вираз невід’ємний, тобто  коли (х2 – 3х + 2) ( 0. Крім того, знаменник дробу не повинен дорівнювати нулю. Отже, область визначення функції буде задаватися умовою:

(х2 – 3х + 2) > 0.

Корені рівняння ( х2 – 3х + 2 ) = 0 відповідно дорівнюють (х1 = 1, х2 = 2 ), тому нерівність ( х2 – 3х + 2) > 0  буде  виконуватися при (х < 1 ) або при (х > 2 ). 

Отже, областю визначення функції буде об’єднання двох інтервалів:

(– (, 1)  і  (2, + (),  тобто   x ( (– (, 1) ( (2, + ().

2.1.3. Границя функції
У ряді випадків виникають задачі відшукання граничних значень функцій f (x) і змінних величин хn при їх необмеженому збільшенні, зменшенні або наближенні їх значень до деяких критичних точок. 

Наприклад, до якої границі буде наближатися прибуток найманого робітника при конкретній системі оподаткування. Закономірності зміни змін-них величин або їх функцій, що виникають при цьому, багато в чому схожі.
Записи (х ( а – 0) або (х ( а + 0) показують, що змінна величина (х) прагне до своєї границі, залишаючись відповідно меншою (границя ліворуч) або більшою (границя праворуч) за величину  а
Напрямок, із якого змінна величина прагне до границі, може виявитися істотним і в теорії, наприклад для функції y = 1/x , і на практиці. Наприклад, для людини, яка потрапила у воду, висота голови x відносно висоти водяної поверхні a у випадку (х ( а – 0) призведе до загибелі (людина потоне), а у випадку (х ( а + 0) надасть можливість зберегти життя.
Границя постійної величини C дорівнює самій цій величині: 
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Змінна величина може мати тільки одну границю. Розрізняють границю функції f (x) у точці а і границю функції f (x) при (х ( ().

Нескінченно малою величиною (НМВ) називається така змінна величина (n, границя якої дорівнює нулю: 
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Нескінченно малі величини часто позначають буквами (n, (n, γ n .

Для того щоб змінна величина хn мала границю, рівну  а, необхідно 
і достатньо, щоб її можна було навести у вигляді суми границі і нескін-ченно малої величини   (n:         хn = а + (n.

Обграниченою називається змінна величина yn, якщо існує таке додатне число А  > 0, яке більше будь-якого значення змінної величини yn, тобто для усіх n виконується умова: | yn | < A.

Добуток обграниченої величини yn на нескінченно малу величину (n 
є величина нескінченно мала. Тобто для будь-якого великого числа A, границя добутку цього числа на нескінченно малу величину (n дорівнює нулю:
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Зміну змінної величини завжди можна навести як окремий випадок зміни функції, тому далі розглянемо питання про граничну поведінку функцій.

Границею функції f (x) у точці а (при х ( а) називають число b:
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до якого прагне функція f (x) у міру наближення свого аргументу до значення а. 

Більш строго границя функції визначається так.

Границею функції f (x) при х, що прагне до а (х ( а), називається число b:
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якщо для будь-якого малого додатного числа (  існує таке число δ, що для всіх значень аргументу х, які задовольняють умові (0 < | х – а| < δ), має місце нерівність | f (x) – b| < (  (визначення границі функції за Коші). 

Визначення границі функції за Гейне в даному випадку розглядати не будемо в силу їх еквівалентності.

Однобічними границями функції називаються ліва і права границі. Для їх позначення використовується символіка:
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Для існування границі функції f (x) необхідно і достатньо, щоб 
її однобічні границі були однакові:
f (а – 0) = f (а + 0).

Границею функції f (x) при х, що прагне до нескінченності (х ( (), називають число b:
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до якого прагне функція f (x) у міру нескінченного збільшення свого аргументу. 

Більш строго границя функції визначається так.
Границею функції f (x) при х, що прагне до нескінченності (х ( (), називається число b, якщо для будь-якого числа ( > 0 знайдеться таке число А = А(( ) > 0, при якому для всіх значень аргументу | х | > A виконується нерівність | f (x) – b | < (   (визначення границі функції за Коші. Існує також еквівалентне визначення границі функції за Гейне). 

Для зручності викладу позначимо символом “а” відразу чотири різні математичних об’єкти:  число, символи  (, + (, – (.

Нескінченно малою при х, що прагне до а, називається функція f (x), якщо її відповідна границя дорівнює нулю:
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Прикладом може слугувати функція f (x) =1/x при прагненні x ( ( (див. рис. 2.6). Або, якщо символом y позначити кількість помилок у тексті або в комп’ютерній програмі, а символом x – кількість виконаних перевірок, то вираз y = f (x) буде вказувати на функціональний зв’язок кількості помилок, що залишилися в тексті, із кількістю виконаних перевірок тексту. Вид такої залежності наведений на рис. 2.6 і показує тенденцію прагнення кількості помилок, що залишилися, до нуля.

Властивості нескінченно малих функцій
Сума кінцевого числа нескінченно малих при х ( а функцій 
є функція нескінченно мала при х ( а.

Якщо ((х) і ((х) нескінченно малі функції при (х ( а), то говорять, що при х ( а:

1) нескінченно мала ((х) є нескінченно малою більш високого порядку малості, ніж нескінченно мала ( (х), якщо границя їх відношення дорівнює нулю: 
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2) ((х) і ((х) нескінченно малі одного порядку, якщо існує границя їх відношення, що не дорівнює нулю: 
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3) ((х) і ((х) еквівалентні, якщо границя їх відношення дорівнює одиниці:
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У цьому випадку використовується символіка – (((х) ~ ((х) при х ( а).

Нескінченно великою називається функція f (x) при х ( а, якщо:
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Наприклад, нескінченно великою є функція    y = 1/x  при    x ( +0.

2.1.4. Основні теореми про границі функцій
При обчисленні границь функцій використовують такі теореми.

Якщо існують границі 
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 для функцій f (x) і g (x), де а може бути як числом, так і символом (, + (, – (, то:
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 – границя суми функцій дорівнює сумі їх границь (теорема про границю суми);
2) 
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 – границя добутку функцій дорівнює добутку їх границь;
3) 
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 – границя частки функцій дорівнює частці від їх границь, якщо знаменник дробу не приймає нульових значень;
4) якщо відношення двох нескінченно малих ((х) і ( (х) має границю, 
то ця границя не зміниться при заміні будь-якої із нескінченно малих еквівалентною до ней, нескінченно малою, тобто якщо:
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  (((х) ~ (1(х) ), (((х) ~ (1(х) ),

то: 
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При обчисленнях використовуються виняткові границі:
– перша виняткова границя:     
[image: image35.wmf]1
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– друга виняткова границя (див. табл. 2.2), яка має широке застосування при опису динаміки економічних і фізичних процесів, а також у фінансовій математиці (п. 6.3.1) при розрахунку відсотків за вкладами: 
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Таблиця 2.2

Друга виняткова границя, процес збігання

x
1
2
4
8
16
32
64
128

(1+1/x)x
2
2,25
2,441
2,566
2,638
2,677
2,697
2,708

Натуральним логарифмом числа х називається логарифм цього числа на основі е, що позначається так:       ln x.

При розв’занні прикладів корисно використовувати еквівалентність таких нескінченно малих при х ( 0 функцій, які можна одержати з використанням поняття “ряд Маклорена” (див. п. 2.2.10): 

sin x ~ x;
tg x ~ x;
arcsin x ~ x;
arctg x ~ x;

ln (1+x) ~ x;
(ax – 1) ~ x ln a;
(ex – 1) ~ x;
ex  ~ (1+x).

Приклади. Розглянемо типові варіанти відшукання границь. 

Знайти границі:
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. У даному випадку границі чисельника і знаменника існують, причому границя знаменника відмінна від нуля. Тому:
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. Аналогічно розглянутому прикладу знаходимо:
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3) 
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. Врахуємо відомі рівності:
х2 – 1 = (х – 1)(х + 1);   х3 – 1 = (х – 1)(х2 + х + 1), тоді:
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4) 
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5) Знайти границю, яка далі знадобиться для виведення формули Пуассона (п. 3.2.9), що дозволяє будувати моделі випадкових процесів обслуговування для великого класу систем мікроекономіки, у яких прибуток виникає в результаті обслуговування потоків клієнтів:
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Для розкриття невизначеності виду (1)∞ використаємо другу виняткову границю (при x/ (= t ; (/x= 1/ t ), одержимо:
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2.1.5. Безперервність функції
Функція f (x) називається безперервною в точці x0, якщо:

1) функція f (x) визначена в деякому околу точки x0;

2) існує границя функції f (x) у цій точці 
[image: image47.wmf])
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3) ця границя дорівнює значенню функції f (x) у точці x0 :


[image: image48.wmf].

)

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x

=

®


Необхідною і достатньою умовою безперервності функції f (x) у точці x0 є існування і рівність однобічних границь функції значенню самої функції в цій точці x0:

f (x0 – 0) = f (x0 + 0) = f (x0).

Приростом аргументу x називається достатньо мале за абсолютною величиною число, що позначається Δx.

Приростом функції у = f (x) у точці x, який відповідає приросту аргументу Δ x, називається число Δу, яке знаходиться наступним способом: 

Δу = Δf = f (x + Δ x) – f (x).
Умова безперервності функції у = f (x) у цих позначеннях може бути сформульована в такий спосіб. 

Функція f (x) безперервна в точці x0 тоді і тільки тоді, коли нескін-ченно малому приросту аргументу Δ x відповідає нескінченно малий при-ріст функції Δу, що може бути записано так:
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Функція f (x) називається безперервною на деякому інтервалі, якщо вона безперервна в кожній точці цього інтервалу.

Усі основні елементарні функції безперервні у своїй області визначення.

Властивість безперервності результуючої функції зберігається при алгебраїчному підсумовуванні безперервних функцій, при їх суперпозиції 
і при діленні, якщо знаменник дробу відмінний від нуля.

Точкою розриву функції називається така точка x0 з області визначення функції, де умова безперервності не виконується. 

Розрізняють три типи точок розриву: усувного розриву, розриву першого роду, розриву другого роду.

Точкою усувного розриву функції називається така точка x0 з області визначення функції, де однобічні границі функції існують, рівні між собою, але не дорівнюють значенню функції в цій точці:

f (x0 – 0) = f (x0 + 0) ( f (x0).

Точкою розриву першого роду називається така точка x0 з області визначення функції, де однобічні границі функції існують, але не рівні між собою:

f (x0 – 0) ( f (x0 + 0).

При цьому стрибком функції в точці x0 називається різниця однобічних границь: 

[ f (x0 + 0) – f (x0 – 0) ].

Точкою розриву другого роду називається така точка x0 з області визначення функції, де хоча б одна з однобічних границь функції не існує 
або обертається в нескінченність.

При дослідженні функції на безперервність необхідно:
1) установити область визначення функції; 
2) знайти точки розриву функції; 
3) установити вид розриву функції в точках;
4) установити інтервали безперервності функції.
Приклади. Дослідити на безперервність такі функції.
1. 
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. Розв’язання. Чисельник і знаменник дробу безперервні на всій числовій осі. Коренями знаменника є значення x1 = 1 і x2 = 2. У цих точках знаменник обертається в нуль, тоді дані точки є точками розриву функції f (x). У точці x1 = 1 знаходимо:
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Тобто в точці x1 = 1 значення функції не існує, одночасно 
f (x0 – 0) = f (x0 + 0) ( f (x0). Отже, у точці x1 = 1 функція має усувний розрив.

У точці x2 = 2 знаходимо:
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Отже, у точці x2 = 2 границя функції не існує, тому в точці x2 = 2 функція має розрив другого роду.

Відповідь. Функція безперервна на всій числовій осі, за винятком точок x1 = 1 і x2 = 2. У точці x1 = 1 у функції усувний розрив. У точці x2 = 2 функція має розрив другого роду.
2. 
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Відповідь. У точці x = 0 однобічні границі функції існують [ f (– 0) = 1, f (+ 0) = 0 ], але не рівні між собою: f (– 0) ( f (+ 0). Тому точка x = 0 
є точкою розриву першого роду. Стрибок функції в точці x = 0 дорівнює:

f (+ 0) – f (– 0) = 0 – 1 = – 1.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Які числа складають множину дійсних чисел? Чим відрізняються числа раціональні від ірраціональних? 

2. Як знайти число, обернене до числа a, і число, протилежне числу a? 
У чому розходження понять “інтервал”, “відрізок” і “напівінтервал”? Чому дорівнює модуль числа a ?

3. Що таке функція, область визначення функції? Які функції називаються основними елементарними функціями? 

4. Чим відрізняються парні функції від непарних?

5. Дайте визначення понять: границя функції, однобічна границя, нескінченно мала функція. 

6. Сформулюйте основні властивості нескінченно малих функцій: добуток нескінченно малої функції на обграничену, сума нескінченно малих функцій, нескінченно малі функції – еквівалентні, одного порядку малості, більш високого порядку малості. 

7. Назвіть основні теореми про границі функцій (границя суми, добутку частки функцій). Які відомі виняткові границі?

8. Які функції називаються нескінченно великими функціями?

9. Сформулюйте необхідну і достатню умову безперервності функції 
в точці, на інтервалі. Які точки називаються точками розриву функцій: усувного розриву, розриву першого і другого роду? 
10. Яким може бути порядок дослідження функції на безперервність?

2.1.6. Похідна, диференціал функції
У випадку зіткнення автомобіля з перешкодою ступінь тяжкості травм водія і пасажирів визначається величиною миттєвої швидкості в точці зіткнення. У математиці значення швидкості зміни шляху в конкретній точці визначається поняттям “похідна функції”.

Похідною функції y = f (x) за аргументом x (швидкістю зміни функцій f (x) ) називається границя відношення приросту Δ f функції 
(у нашому прикладі – приросту пройденого шляху) до приросту Δ x 
її аргументу (у прикладі – до приросту часу) за умови, коли Δ x ( 0:
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Для похідної використовуються такі позначення: 
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Отже, еквівалентними є такі позначення:
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Геометрично похідна являє собою кутовий коефіцієнт дотичної лінії до графіка функції y = f (x) у точці x, тобто y( = tg (, де ( – кут нахилу дотичної лінії (див. рис. 2.7).


Диференціюванням функції  y = f (x) називається процес відшукання похідної. 

Для ілюстрації способу одержання формул диференціювання знайдемо похідну функції f (x) = (хn). Використовуючи визначення похідної 
і формулу бінома Ньютона (див. додаток 3), одержимо: 
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У підсумку виявляється, що (хn)(= n хn–1. Наприклад (x2 )( = 2x. Якщо F (= (, то функцію F називають первісною для функції (. 
У розглянутому прикладі для функції ( = 2x первісною є F = x2.
Використаємо відзначену раніше еквівалентність нескінченно малих функцій (e x – 1) ~ x і знайдемо похідну ще однієї функції, що має широке застосування при описі динаміки економічних і фізичних процесів, f (x) = e x:
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У підсумку виявилося, що операція узяття похідної від функції f (x) = e x не змінює аналітичного запису цієї функції, тобто тангенс кута нахилу дотичної лінії до будь-якої точки цієї функції дорівнює значенню цієї функції ( e x ) у точці побудови дотичної лінії.

Інші формули диференціювання елементарних функцій наведемо 
в табл. 2.3 без виведення. 

Якщо С – постійна величина, U(x) і V(x) – функції, що мають похідні, то справедливі правила, які наведені в табл. 2.4.

Пояснимо правила диференціювання, що мають найбільше застосування.

Таблиця 2.3

Формули диференціювання елементарних функцій

1
(С)( =  0
7
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Якщо функція y = f (U) має похідну на U, а функція U = U(x) має похідну на х, то похідна складної функції дорівнює:
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Якщо функція аргументу х задана параметричними рівнян-нями, то її похідна буде дорівнюватимє частці від ділення похідних кожної складової:
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Якщо функція y задана неявно, тобто визначається з рівняння F (x, y) = 0, то для відшукання похідної y( диференціюють на х обох частин рівняння F (x, y) = 0, з огляду на те, що y є функція від х. Після цього 
з отриманого рівняння першого ступеня щодо y( знаходиться похідна y(.

Інший спосіб відшукання похідної від неявно заданої функції F (x, y) = 0 – це використання відомого співвідношення [13]:
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Похідною другого порядку (другою похідною) функції y = f (х) називається похідна від її першої похідної y(( = (y()(. 
Таблица 2.4

Основні правила диференціювання функцій

1
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Позначається друга похідна одним із таких символів:


[image: image89.wmf].

,

,

,

),

(

2

2

2

2

x

d

f

d

x

d

y

d

y

y

x

f

&

&

¢

¢

¢

¢


Похідною третього порядку (третьою похідною) функції y = f (х) називається похідна від її другої похідної          y((( = (y(( )(. 
Похідною n-го порядку (n-ю похідною) функції y = f (х) називається похідна від її похідної (n – 1)-го порядку:    y(n) = (y(n–1) )(. 
Обчислюється похідна n-го порядку шляхом послідовного диференціювання функції. Позначається n-а похідна одним із таких символів:
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Диференціалом аргументу називається (див. рис. 2.7 ) приріст аргументу dх = Δ х. 
Диференціал (першого порядку) функції y = f (х) позначається символом dy або df  і дорівнює (див. рис. 2.7) добутку першої похідної функції на диференціал аргументу: 

dy =  y(∙dх;      (df = f (∙dх )      
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Якщо приріст Δ х аргументу х малий (за абсолютною величиною), то:
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Остання рівність використовується для наближених обчислень значень функції.

Приклади. Застосовуючи формули і правила диференціювання, знайти похідні таких функцій:

1) 
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Розв’язання. 
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Застосовуючи інший варіант розв’язання, відповідно до формули 
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Приклади. Знайти похідні другого порядку.
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Приклад. Знайти диференціал функції 
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Приклад. Обчислити наближене значення  
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2.1.7. Формули Тейлора, Маклорена
У ряді задач мікроекономіки доводиться оцінювати ефективність 
і приймати рішення з організації роботи підприємств в умовах, що безперервно змінюються. Для таких випадків використовують марковські моделі динаміки реальних процесів. Проте залежності, що описують реальні процеси, виявляються достатньо складними виразами, тому для побудови самих моделей застосовують наближене зображення функцій. Спосіб такого зображення функцій розглянемо на прикладі.

Приклад. Для функції y = f (x), яка у проміжку, що містить точку ( x = a ), має усі похідні до (n + 1)-го порядку включно, знайти багаточлен y = Pn (x), ступеня не вище n, що має властивості:
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(2.1)

тобто такий багаточлен y = Pn (x), для якого значення функції і її похідних 
у точці ( x = a ) збігаються з відповідними значеннями багаточлена 
і  його похідних.

Розв’язання. Будемо шукати багаточлен у формі:


[image: image134.wmf]n

n

n

a

x

C

a

x

C

a

x

C

a

x

C

C

x

P

)

(

...

)

(

)

(

)

(

)

(

3

3

2

2

1

0

-

+

+

-

+

-

+

-

+

=

.
(2.2)

Спочатку знайдемо усі його похідні:
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(2.3)

При ( x = a ), в правих частинах формул (2.3) залишиться по одному доданку, а ліві частини відповідно до (2.1) повинні співпасти з відповідними похідними початкової функції, тобто 
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(2.4)

Підставляючи значення C0, C1, …, Cn  з (2.4) у (2.2), знаходимо:
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(2.5)


Залишковим членом Rn(x) називається різниця значень (див. рис. 2.8) початкової функції f (x) 
і багаточлена Pn (x):

Rn(x) = f (x) – Pn (x).
(2.6)

Можна показати, що для числа ( (0 < ( < 1) залишковий член у формі Лагранжа при n ( ( наближається до нуля і має вигляд:
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(2.7)

Формулою Тейлора називається наближений вираз, одержуваний 
з (2.5–2.7):
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(2.8)

Формулою Маклорена називається вираз формули Тейлора для випадку ( a = 0 ):
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(2.9)

Приклад. Знайти розкладання функції f (x) = ex за формулою Маклорена та оцінити значення числа e із точністю до п’ятого знака після коми. 

Розв’язання. Послідовно знайдемо похідні від заданої функції f (x) = ex і їх значення за умови x = 0:
f (x) = ex, 
(
f (x=0) = 1,

f ((x) = ex,  
(
f ((x=0) = 1,

. . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . .

f (n)(x) = ex,  
(
f (n)(x=0) = 1,

f (n+1)(x) = ex,
(
f (n+1)(((x) = e((x.

Потім підставимо знайдені вирази у формулу (2.9) і одержимо:
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Для оцінки величини e в отриманій формулі варто покласти x = 1 (див. e1 = e ) і знайти таку кількість доданків у правій частині, при якій величина залишкового члена (Rn ) буде меншою за задану похибку розрахунків. 

Так, уважаючи для грубої оцінки залишкового члена величину e = 3 
і використовуючи значення n = 8, знаходимо:
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Тоді розрахункова формула для наближеної оцінки значення числа e набуде вигляду:
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Розрахунки варто виконувати в десяткових дробах із числом знаків хоча б на одиницю більшим, ніж необхідна точність результату. Потім потрібно округлити результат з урахуванням заданої точності розрахунків. У підсумку одержимо e = 2,718278, що після округлення дозволяє одержати шукану оцінку числа e:

e = 2,71828.

Відзначимо, що за умови малих значень аргументу x (x < 1) у формулі Маклорена доданки, починаючи з третього, виявляються нескінченно малими величинами більш високого порядку малості, ніж другий доданок. Тому значеннями цих доданків, починаючи з третього, можна нехтувати, що дозволяє одержати для розрахунків, наприклад функції f  ((x) = e(x 
при ((x < 1), достатньо простий вираз: e(x ( 1+ (x. Такий вираз дає тим більше точний результат, чим меншим є значення аргументу (x. Аналогічні вирази є підставою для наведених у п. 2.1.4 без виведення спів-відношень нескінченно малих при х ( 0 функцій.

2.1.8. Правило Лопіталя

Якщо в деякому околу точки х0 функції f (x) і g(x) диференційовані, 
і g((x) ( 0, а границя відношення функцій f (x) і g(x) має вигляд:
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то границя відношення функцій дорівнює границі відношення їх похідних:
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Правило Лопіталя можна використовувати рекурентно, тобто:
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У випадку невизначеності виду (0∙() або (( – () потрібно спочатку алгебраїчно перетворити цю невизначеність у невизначеність виду 
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, а потім скористатися правилом Лопіталя.

У випадку невизначеності виду (00) або ((0 ), або (1∞) потрібно злогарифмувати дану функцію і знайти границю її логарифма, а потім скористатися тотожністю   y = e ln y.

Приклади.
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 Послідовно застосовуючи правило Лопіталя, одержимо:
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2.1.9. Зростання та спадання функції. 
Точки екстремуму функції
Функція f (x) називається зростаючою в точці х0, якщо при збільшенні значення аргументу значення функції також збільшується, тобто виконується умова:

f (x0 – Δ x) < f (x0) < f (x0 + Δ x).

Функція f (x) називається спадною в точці х0, якщо при збільшенні значення аргументу значення функції зменшується, тобто виконується умова:
f (x0 – Δ x) > f (x0) > f (x0 + Δ x).

Функція f (x) називається зростаючою на інтервалі, якщо при збільшенні значення аргументу значення функції також збільшується, тобто виконується умова:

f (x1) < f (x2), для будь-яких точок x1 < x2 із цього інтервалу.

Функція f (x) називається спадною на інтервалі, якщо при збільшенні значення аргументу значення функції зменшується, тобто виконується умова:
f (x1) > f (x2), для будь-яких точок x1 < x2 із цього інтервалу.

Максимумом функції f (x) називається значення функції f (x0) у точці x0, якщо при будь-якому малому збільшенні (Δ x) її аргументу (x) значення функції зменшується, тобто виконується умова: 

f (x0) > f (x0 ( Δ x).

Точка x0, у цьому випадку (див. рис. 2.8) називається точкою максимуму функції f (x).

Мінімумом функції f (x) називається значення функції f (x0) у точці x0, якщо при будь-якому малому збільшенні (Δ x) її аргументу (x) значення функції збільшується, тобто виконується умова: f (x0) < f (x0 ( Δ x). Точка x0 у цьому випадку називається точкою мінімуму функції f (x). На рис. 2.9 точкою мінімуму є точка x1.

Екстремумами (екстремальними значеннями) функції f (x) називаються її мінімуми і максимуми. 

Точками екстремуму функції f (x) називаються точки її мінімуму 
і максимуму.

Необхідна умова екстремуму: якщо функція f (x) у точці x0 має екстремум, то її похідна f  ((x) у цій точці обертається в нуль, або не існує. 

Критичними точками (точками схожими на екстремум), називаються точки, у яких похідна f ((x) обертається в нуль, або не існує. Проте 
не всяка критична точка є точкою екстремуму (див. рис. 2.10).

Із погляду графічного зображення (див. рис. 2.9), похідна дорівнює тангенсу кута нахилу ( дотичної до лінії функції f (x) і визначається додатним збільшенням аргументу (Δ x). Отже, розглянемо зміну першої похідної (величини кута ( ) при рухові по лінії f (x) зліва направо (див. рис. 2.9). 

Наближаючись до точки x0, кут ( зменшується, у точці x0 кут ( = 0 (tg 0 = 0) і далі стає невід’ємним. Отже, у точці максимуму перша похідна дорівнює нулю, напрямок зміни першої похідної (швидкість зміни першою похідною, або інакше – друга похідна) – невід’ємна. 

Наближаючись до точки x1 невід’ємний кут ( зростає до нуля в точці x1 (тобто f  ((x1) = tg ( = tg 0 = 0) і далі стає додатним. Отже, у точці мінімуму перша похідна дорівнює нулю, напрямок зміни першої похідної (швидкість зміни першою похідною, або інакше – друга похідна) – додатний. 


Відзначені особливості наведемо формально.

Достатні умови екстремуму функції f (x) у критичній точці x0 :
1) якщо перша похідна в критичній точці x0 дорівнює нулю (f ((x0) = 0), а друга похідна не дорівнює нулю f (((x0) ( 0, то в точці x0 є екстремум. Цим екстремумом є: максимум, якщо друга похідна невід’ємна (f (((x0) < 0), 
і мінімум, якщо друга похідна додатна (f (((x0) > 0); 
2) якщо перша похідна f ((x) в околу критичної точки x0 ліворуч додатна, 
а праворуч невід’ємна, тобто при достатньо малому Δ x > 0  f ((x0 – Δ x) > 0,  f ((x0 + Δ x) < 0, то функція f (x) у точці x0 має максимум:
– якщо перша похідна f ((x) в околу критичної точки x0 ліворуч невід’ємна, а праворуч додатна, тобто при достатньо малому Δ x > 0
 f ((x0 – Δ x) < 0, f ((x0 + Δ x) > 0, то f (x) у точці x0 має мінімум;

– якщо знаки першої похідної ліворуч f ((x0 – Δ x) і праворуч f ((x0 + Δ x) від критичної точки x0 однакові, то в точці x0 екстремуму функції f (x) немає (див. рис. 2.10).
Приклад. Знайти і визначити тип екстремуму функції     y = (x – 4)2.

Розв’язання. Знаходимо значення першої похідної даної функції 
і, прирівнюючи її до нуля, знаходимо точку екстремуму x0:

y ((x) = 2(x – 4); ( 2(x0 – 4) = 0, ( (x0 – 4) = 0, ( x0 = 4.

Потім знаходимо значення другої похідної:    y (((x0) =( 2(x – 4)) ( = 2.

Виявилося, що y (((x0=4) = 2 > 0, тому функція y = (x – 4)2 в точці екстремуму має мінімум (див. рис. 2.11 a).

Приклад. Знайти і визначити тип екстремуму функції y = – (x – 7)2.

Розв’язання. Знаходимо значення першої похідної даної функції 
і, прирівнюючи її до нуля, знаходимо точку екстремуму x0:

y ((x) = – 2(x – 7); ( – 2(x0 – 7) = 0, ( (x0 – 7) = 0, ( x0 = 7.


Потім знаходимо значення другої похідної:  y (((x0) =(– 2(x – 7)) ( = – 2.

Виявилося, що y (((x0=7) = – 2 < 0, тому функція y = (x – 7)2 в точці екстремуму має максимум (див. рис. 2.11 b).
Для відшукання найбільшого значення безперервної на відрізку [a, b] функції f (x) потрібно знайти значення функції на кінцях відрізка і в критичних точках, що належать цьому відрізку, потім серед цих значень вибрати найбільше.
При пошуку мінімуму функції серед цих значень варто вибрати найменше.

Приклад. Дослідити на екстремум функцію y = x3 – 12x + 8 при зміні аргументу на інтервалі    х ( [–3;3]   (див. рис. 2.12).


Розв’язання. Знаходимо значення першої похідної даної функції 
і, прирівнюючи її до нуля, знаходимо точки екстремуму x1, 2:

y ((x) = 3x2 – 12; ( 3x2 – 12 = 0; ( x1 = –2; х2 = 2;        y (((x) = 6x.
У точці (x1 = –2) друга похідна y (((x1) = –12 < 0, в точці (х2 = 2) y(((x2) = 12 > 0. Тоді, відповідно до другої достатньої умови екстремуму, виявляємо, що в точці (x1 = –2) функція ymax = 24 [ ymax > y (–3)] має максимум, в точці (х2 = 2) функція має мінімум   ymin = – 8 [ ymin < y (3)].

Питання і завдання для самоперевірки

1. Дайте визначення поняттю “похідна функції”, поясніть геометричний сенс цього поняття.  

2. Сформулюйте основні правила диференціювання функцій: диференціювання суми, добутку, частки функцій, диференціювання складної функції. Поясніть, як знаходяться похідні вищих порядків? 

3. Що таке диференціал функції і як можна його використовувати 
в наближених обчисленнях? Поясніть принцип використання формули Тейлора (Маклорена) для наближеного зображення функцій.

4. Сформулюйте правило Лопіталя, що використовують при відшуканні границі відношення функцій.

5. Сформулюйте умови зростання (або спаду) функції в точці, 
на інтервалі. 

6. Які точки значень функції називаються екстремальними і які критичними? Як можна формально записати умову мінімуму (або максимуму) функції в точці? 

7. Сформулюйте необхідні і достатні умови мінімуму (максимуму) функції в точці екстремуму.
2.1.10. Функції декількох змінних
Функція Z двох незалежних одна від одної змінних x і y задана 
в області їх зміни D, що належить просторові R2 (D ( R2), якщо кожній парі (x, у) значень цих змінних величин за визначеним правилом ставиться у відповідність одне і тільки одне значення змінної величини Z. 

Цю функцію символічно позначають так: 

Z = f (x, у),

 Z = z (x, у).

Аргументами функції Z називаються змінні x і y.

Областю визначення D функції Z називається область зміни величин x і  y.

Множиною значень функції Z називається множина, що складається з усіх чисел Z = f (x,y),  де  (x,y)(D.

Частковим значенням функції Z = f (x,y) називається її значення 
в точці M0(x0,y0). Позначається часткове значення так: f (x0,y0) або f (M0). 
Геометричним зображенням функції Z = f (x,y) у прямокутній тривимірній системі координат Оxyz є деяка поверхня. 

Область визначення функції Z = f (x,y) у найпростіших випадках являє собою або всю або частину площини Оху, обграничену замкнутою кривою, причому точки цієї кривої (границя області) можуть належати області визначення або не належати.

Лінією рівня функції Z = f (x,y) називається така лінія f (x,y) = с на пло-щині Оху, у точках якої функція Z зберігає постійне значення Z = с (прикладом ліній рівня можуть бути ізовисотні лінії на топографічній карті).

Частковим приростом на одному аргументі x (або на y) функції Z = f (x, y) у точці M(x,y) називається різниця:
Δх Z = f (x + Δх, y) – f (x,y)
(або по y ( Δy Z = f (x, y + Δy) – f (x,y)),

де   Δх і Δy – довільні прирости аргументів.

Повним приростом функції Z = f (x,y) в точці M(x,y) називається різниця: 

ΔZ =  f (x + Δх, y + Δy) – f (x,y).

Безперервною в області D називається функція Z = f (x,y), якщо вона безперервна в кожній точці цієї області D.

Частковою похідною функції Z = f (x,y) на незалежній змінній x нази-вається границя відношення часткового приросту функції ΔхZ на цьому аргументі до величини приросту Δх цього аргументу, обчислена при постій-ному значенні іншої змінної:
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Аналогічно визначається часткова похідна на змінній  y:
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Позначають часткову похідну на х (на у) одним із символів:
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Для відшукання часткових похідних правдиві розглянуті раніше формули і правила диференціювання.

Так, частковими похідними другого порядку функції декількох змінних називаються часткові похідні від її часткових похідних першого порядку:
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Так називані “змішані” похідні (спочатку на одній змінній, потім 
на іншій і навпаки) відрізняються лише послідовністю диференціювання 
і дорівнюють між собою, якщо вони безперервні, тобто:
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2

2

yx

Z

xy

Z

¶

¶

=

¶

¶


Повна похідна функції Z = f (x,y) двох незалежних змінних (x, y), 
за умови, що кожна зі змінних задана параметрично, тобто, у свою чергу є функцією спільної змінної t: x(t), y(t), і 
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і називається формулою повної похідної.
Якщо функція Z = f (x,y), а змінна y, у свою чергу, залежить від х, тобто y = φ(х), то Z = f (x, φ(х)) – є складною функцією від змінної (х). Тоді формула повної похідної набуде вигляду:
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Аналогічно поняттю “диференціал” функції однієї змінної y = f (х):    dy = y(∙dх; (df = f (∙dх), уводиться поняття диференціал (повний диферен-ціал) функції двох змінних:
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Якщо функція Z є функцією більш ніж однієї змінної, то усі відзначені визначення є правомочними і для функції Z = f (x1, x2, …, xn) будь-якого кінцевого числа незалежних змінних (x1, x2, …, xn). 

Формула повної похідної в цьому випадку набуде вигляду:
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Повний диференціал знайдеться так: 
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Формула повного диференціала має важливе значення у прикладних задачах для оцінки похибки обчислень значення функції багатьох змінних (див. додаток 7).

Приклади. 

1. Знайти лінії рівня функції Z = x2 + y2.

Розв’язання. Лінії рівня визначаються умовою Z = x2 + y2 = С, (С > 0). Надаючи величині С різні значення, одержимо концентричні кола радіуса 
[image: image166.wmf]C

 із центром у точці початку координат.

2. Знайти перші, другі і змішані часткові похідні функції: 

Z = x5 – 2хy + 3у3 – 5х2 + 6у – 4.

Розв’язання. Уважаючи змінну y величиною постійною, знайдемо часткову похідну функції Z на змінній х, потім аналогічно знайдемо часткову похідну функції Z на змінній y, одержимо:
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2.1.11. Градієнт функції
Для визначення напрямку, у якому швидкість зростання функції декількох змінних має найбільше значення, використовується поняття “градієнт функції”.

Градієнтом функції U = f (x,y) у точці M0(x0,y0) називається вектор (див. рис. 2.13), координати якого дорівнюють відповідним значенням часткових похідних функції U у точці M0(x0,y0), тобто:
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У випадку, якщо функція U є функцією n змінних (x1, x2, …, xn), вираз для градієнта функції набуде вигляду:
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Приклад. Знайти й навести на рисунку значення функції U = 2x2 + 3у + 6 і її градієнт у точках M1(x1,y1) і M2(x2,y2), за умови, що M1(x1,y1) = M1(1,2), M2(x2,y2) = M2(3,1).

Розв’язання. Знаходимо часткові похідні функції U: 


[image: image171.wmf]3

;

4

=

¶

¶

=

¶

¶

y

U

x

x

U

.

Тоді U(M1) = 14; grad U (M1) = (4, 3); U(M2) = 30; grad U (M2) = (12, 3), що дозволяє навести градієнт розглянутої функції на рис. 2.13.


Питання і завдання для самоперевірки

1. Для функції декількох змінних сформулюйте визначення понять: множина значень, область визначення, часткове значення в точці, лінія рівня, частковий і повний приріст функції декількох змінних у точці. 

2. Що таке часткові похідні першого і другого порядку, змішані і повна похідні? 

3. Як можна використовувати повний диференціал функції для оцінки похибки обчислення значень функції багатьох змінних?

4. Що таке градієнт функції? 

5. Як можна обчислити градієнт функції?

2.2. Інтеграл, диференціальні рівняння і ряди

2.2.1. Інтеграл невизначений і визначений. 
Формула Ньютона-Лейбніца
Швидкість f зміни функції F визначалася її першою похідною F ( = f  
і дозволяла знайти диференціал функції dF =  f (x) ( d x. Нагадаємо, що додавання константи (C ) до початкової функції не змінює її похідну 
F (=(F+С )( = f і її диференціал dF = d(F+С ). Якщо F (= f, то функцію F називають первісною для функції f . Так, наприклад:

(x2) (= (x2 + 7) (= (x2 + 89) (= 2x. 

Спробуємо розв’язати зворотню задачу – за інформацією про швидкість зміни функції відновити значення самої функції. Припустимо, що функція F – це довжина шляху. Якщо рух виконується з постійною швидкістю ( f ) із моменту x1 до моменту x2, (див. рис. 2.14), то довжину пройденого шляху можна знайти помноживши швидкість руху на час руху:
F =  f ( (x2 – x1) = S.
Звернемо увагу, що отримана довжина шляху виявляється такою, що дорівнює площі S під лінією швидкості (див. рис. 2.14).

Якщо швидкість руху в часі змінюється (див. рис. 2.15), то для відшукання довжини пройденого шляху (площі S під лінією швидкості), інтервал часу руху ( x2 – x1) можна поділити на мікроінтервали (d x ) 
із конкретним значенням швидкості (  f (x) ) усередині кожного інтервалу 
і знайти мікрошлях (d S ) на кожному такому мікроінтервалі:
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Далі, щоб одержати загальну площу (довжину шляху), потрібно додати мікрошляхи (мікроплощі dS) на усіх мікроінтервалах. 

Така операція називається інтегруванням і позначається значком інтегрування (
[image: image173.wmf]ò

):
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Застосування операції інтегрування до диференціалу функції відновлює початкову функцію з точністю до константи.

Тепер коротко сформулюємо отримані результати.

Первісною для функції f (x) називається функція F (x), якщо перша похідна від функції F (x) дорівнює початковій функції f (x), тобто якщо:

F ((x) = f (x).
Будь-яка безперервна функція f (x) має незліченну множину первісних, які відрізняються одна від одної постійним доданком. Дійсно, 

(х2 )( = (х2 + 1)( = (х2 + 2)( = … = (х2 + С )( = 2х.

Невизначеним інтегралом від функції f (x) називається сукупність усіх первісних  F (x) функції f (x): 

[image: image176.wmf]C

x

F

dx

x

f

+

=

ò

)

(

)

(

,




(2)

де 
F (x) – будь-яка первісна від функції f (x);
С – довільна постійна (константа).

Інтегруванням функції f (x) називається процес відшукання первіс-них цієї функції f (x).

Відзначимо, що якщо границі зміни аргументу x стають визначеними, тобто відомо, що  x1 ( x ( x2,  то невизначений інтеграл стає визначеним. 

Спробуємо вивести формулу, яка дозволяє відшукувати значення інтеграла у випадку, коли границі змін аргументу x відомі. Наприклад для випадку відшукання довжини пройденого шляху F(x) із моменту початку руху (x1) до поточного моменту (x) потрібно знайти суму всіх мікроплощин під лінією швидкості руху до моменту (x) (див. рис. 2.16), що зазначимо в формулі (2) в границях підсумовування: 
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Цей шлях дорівнюватиме площі під лінією f (x) швидкості руху до моменту часу (x), що наведено на рис. 2.16. 

Задамося питанням: як можна знайти довжину пройденого шляху (Sab) за час із моменту (x = a) до моменту (x = b)? На рис. 2.16 ця довжина шляху співпаде з площею під лінією f (x) швидкості руху 
з моменту часу (x = a) до моменту (x = b) і може бути знайдена як різниця площ: площі під лінією швидкості від моменту часу (x = x1) до моменту (x = b) і площі під лінією швидкості від моменту часу (x = x1) до моменту (x = a) , тобто:

Sab = (S = S (x1b) – S (x1a).

Отже, для відшукання довжини пройденого шляху між моментами часу (x = a) і (x = b) достатньо (див. рис. 2.16) із довжини шляху S (x1b) 
до моменту (x = b) відняти довжину шляху S (x1a), пройденого до моменту (x = a). Зазначимо границі (a, b) зміни значення часу руху x у границях підсумовування (інтегрування) і запишемо:
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Формулою Ньютона-Лейбніца називається отриманий для обчислення значення визначеного інтеграла вираз:
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  (3)

який іноді записують у такому вигляді: 
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(4)

Визначеним інтегралом називається вираз (4), що геометрично дорівнює площі Sab між функцією f (x), яка стоїть під інтегралом і віссю абсцис на інтервалі змін аргументу x:      a ( x ( b.

У розглянутому прикладі руху для відшукання довжини шляху, пройденого з моменту (x = a) до моменту (x = b), потрібно:

1) знайти первісну F (x) для швидкості руху f (x);

2) у цю первісну спочатку підставити значення (x = b);

3) потім у цю первісну підставити значення (x = a);

4) знайти різницю значень первісних.

Як відбувається відшукання первісної у процесі інтегрування, тобто як знаходиться невизначений інтеграл, розглянемо на прикладі. Візьмемо степеневу функцію дійсного n ( –1, F(x) = xn+1 і знайдемо першу похідну від лівої і правої частин цієї рівності:

F( (x) = (x n+1)( = (n + 1) ( (x n+1–1)( = (n + 1) ( x n = f (x).

Із даного виразу з урахуванням упровадженого поняття (формула (2)) невизначеного інтеграла, знаходимо:
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Приклад. Знайти інтеграл від степеневої функції при n = 2:  
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. Відзначимо, що при C = 0 результат інтег-рування парної функції виявляється функцією непарною. Ця властивість процесу інтегрування знадобиться в розділі “Теорія ймовірностей” (п. 3.3.3).
Із метою повноти аналізу розглянемо і загально прийнятий варіант формулювань поняття “визначений інтеграл”.

Поняття “визначений інтеграл” часто пов’язують із задачею відшукання площі S між лінією у = f (x) і віссю абсцис (див. рис. 2.17) на інтервалі значень аргументу х ( [a, b]. 

Якщо функція f (x) не має аналітичного опису і задана у вигляді графіка, то площу знаходять приблизно. Для цього поділяють інтервал значень аргументу х ( [a, b] на часткові інтервали Δ xi = xi – xi–1 і на кожному з них знаходять висоту f ( Сi ) і площу i-го прямокутника Si = f ( Сi )∙Δ xi, потім ці площі додають S = Σ Si . Розглянемо цю задачу для загального випадку.

Нехай на інтервалі [a, b] задана обграничена функція у = f (x) (див. рис. 2.17). Розіб’ємо інтервал [a, b] на n довільних частин (часткових інтервалів) точками x1, x2, …, xn–1, xn так, щоб виконувалася умова: 

a = x0 < x1 < x2 <… < xn–1 < xn = b
і позначимо довжину i-го часткового інтервалу Δ xi = xi – xi–1 . На кожному частковому інтервалі виберемо довільну точку Сi: 
xi–1 ( Сi ( xi ,
потім знайдемо значення функції f (Сi) у кожній такій точці і складемо вираз для наближеної оцінки значення шуканої площі: 
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який (вираз) називається   інтегральною сумою.

Визначеним інтегралом від функції f (x) на інтервалі [a, b] (або 
в границях від a до b) називається границя інтегральної суми при прагненні до нуля довжини найбільшого часткового інтервалу Δ xi . 

Позначається визначений інтеграл так само, як і невизначений, але 
з вказівкою границь інтегрування [a, b]:
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Якщо ця границя існує, то функція f (x) називається такою, що інтег-рується на [a, b]. 

Будь-яка безперервна на [a, b] функція f (x) є такою, що інтегрується на цьому інтервалі.
2.2.2. Властивості невизначеного інтеграла
Властивості невизначеного інтеграла перерахуємо з указівкою можливого шляху їх доведення:
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 (похідна від інтеграла дорівнює під-інтегральній функції);
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(диференціал від інтеграла дорів-нює підінтегральному виразу);
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(інтеграл від диференціала функції дорівнює цій функції плюс константа, що перевіряється диференціюванням рівності);
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(інтеграл від суми функцій дорівнює сумі інтегралів від цих функцій).

Основні методи інтегрування

1. Безпосереднє інтегрування. Такий метод полягає у прямому застосуванні властивостей невизначеного інтеграла і таблиці інтегралів. При цьому підінтегральна функція може перетворюватися до виду, що дозволяє пряме застосування властивостей невизначеного інтеграла і таблиці інтегралів. Методами перетворення є: інтегрування частинами і різні варіанти заміни змінної (підстановки). 

2. Інтегрування методом заміни змінної (методом підстановки). Заміна змінних виконується за допомогою підстановок двох видів:

1) змінна х уважається як функція від нової змінної t, x = φ(t). Тоді:
dx = φ΄(t) dt;    f (x) = f (φ (t)),    що дозволяє записати: 
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Якщо отриманий інтеграл із нової змінною інтегрування t буде знайдений, то, повертаючись у підсумковому виразі до початкової змінної х, одержимо шуканий вираз заданого інтеграла;

2) дана підстановка в деякому сенсі протилежна попередній. Припустимо, що підінтегральну функцію вдалося перетворити до такого вигляду:
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Тоді, уважаючи t = ψ (x) і dt = ψ ΄(x) dx, одержимо:
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Рис. 2.1. До поняття “нерівність чисел”
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Рис. 2.13. Градієнт функції
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Рис. 2.10. Критична точка
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Рис. 2.4. Одиничне коло
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Рис. 2.7. Поняття похідної функції y = f(x)
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Рис. 2.9. Екстремум функції
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Рис. 2.11. Екстремуми функцій: a) y = (x – 4)2 ;  b) y = – (x – 7)2
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Рис. 2.12.  y = f (x)
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Рис. 2.5.  Графік функції у = х3
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Рис. 2.6. Приклад
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Рис. 2.8. Залишковий член Rn (x)


у формулі Тейлора
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Рис. 2.14. Залежність �швидкості ( f ) руху
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Рис. 2.15. Залежність швидкості ( F ( ) руху від часу x
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Рис. 2.16. Зв’язок швидкості �руху  f (x) =F (  і  шляху S
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Рис. 2.17. Пояснення до поняття “визначений інтеграл”
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Рис. 2.2. Види функції
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Рис. 2.3. До поняття обернена функція
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