Якщо отриманий інтеграл із нової змінної інтегрування t буде знайдений, то, повертаючись у підсумковому виразі до початкової змінної х, одержимо шуканий вираз заданого інтеграла.

3. Інтегрування частинами. Для цього з формули похідної від добутку двох функцій (u(v)( = u(v( + v (u(, послідовно знаходимо:


[image: image170.bmp].

Інтегруючи ліву і праву частини цієї рівності з урахуванням третьої властивості невизначеного інтеграла, одержимо: 
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Формула інтегрування частинами знайдеться з останнього виразу:
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де U, V – функції змінної х, що диференціюються.

За цією формулою відшукання інтеграла 
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dV зводиться до відшукання іншого інтеграла 
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dU. Застосування формули доцільно тоді, коли відзначений інший інтеграл 
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dU буде простіше початкового 
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Для застосування формули інтегрування частинами до деякого інтеграла 
[image: image8.wmf]ò

f

(x) dx необхідно підінтегральний вираз f (x) dx подати як два множники: U і dV. За dV завжди вибирається такий вираз, що містить d x, 
із якого після інтегрування можна знайти V; за U – вибирається функція, що при диференціюванні спрощується. 

Наведемо таблицю формул основних інтегралів (див. табл. 2.5). 

Приклади. Розглянемо типові приклади на використання методів інтегрування. Необхідно знайти такі інтеграли і перевірити результат шляхом диференціювання:
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. Розв’язання. Скориставшись властивостями 3 і 4 
невизначеного інтеграла і формулою 1 табл. 2.5, одержимо: 
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Виконуючи диференціювання, одержуємо підінтегральний вираз 
і переконуємося в правильності знайденого результату:
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Таблиця 2.5

Таблиця формул основних інтегралів
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. Розв’язання. Скориставшись властивістю 5 невизначеного інтеграла і формулою 12  табл. 2.5, одержимо:
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Виконуючи зворотне перетворення шляхом диференціювання, одержимо підінтегральний вираз і переконуємося в правильності знайденого результату:
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. Розв’язання. Скориставшись властивістю 4 невизначеного інтеграла, другим варіантом підстановки і формулою 11 табл. 2.5, одержимо:
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Виконуючи диференціювання, одержимо підінтегральний вираз і переконуємося в правильності знайденого результату:
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. Розв’язання. Подамо підінтегральну функцію у вигляді суми двох доданків, потім інтегруємо за формулами 10 і 11 табл. 2.5, одержимо:


[image: image33.wmf].

arctg

3

)

1

(

ln

arctg

3

1

)

1

(

1

1

3

1

2

1

3

2

2

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

d

x

d

x

x

d

x

x

x

d

x

x

+

+

=

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

ò

ò

ò

ò


Виконуючи диференціювання, одержимо підінтегральний вираз і переконуємося в правильності знайденого результату:
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. Розв’язання. Зробимо заміну змінних, уважаючи, що t = sin x. Тоді вираз для dt = cos x dx буде збігатися з чисельником дробу у підін-тегральному виразі, потім інтегруємо за формулою 1 табл. 2.5, одержимо:
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Виконуючи диференціювання, одержимо підінтегральний вираз і переконуємося в правильності знайденого результату:
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Далі підставимо отримані вирази у формулу інтегрування частинами:
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Виконуючи диференціювання, одержимо підінтегральний вираз і переконуємося в правильності знайденого результату:
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Збіг даного результату з підінтегральною функцією дозволяє стверджувати, що задача розв’язана правильно.

2.2.3. Основні властивості визначеного інтеграла
Спочатку відзначимо властивості, що дозволяють знаходити наближені оцінки визначеного інтеграла з урахуванням того, що геометрично визначений інтеграл дорівнює площі між лінією підінтегральної функції 
і віссю абсцис.

Властивість 1. Якщо величини m і M являють собою відповідно найменше і найбільше значення підінтегральної функції f (x) на відрізку [a, b]  і  a ( b  (див. рис. 2.18), то є справедливою оцінка інтеграла: 
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Властивість 2 (теорема про середній). Якщо функція f (x) безперервна на відрізку [a, b] (див. рис. 2.19), то на цьому відрізку знайдеться така точка (, що забезпечить справедливість такої рівності:  
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Точне значення визначеного інтеграла можна знайти з використанням формули (4) Ньютона – Лейбніца: 
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де F (x) – будь-яка первісна функція від функції f (x). 

Інші властивості визначеного інтеграла наведемо компактно у вигляді таблиці 2.6.

Таблиця 2.6

Властивості визначеного інтеграла

№
Властивість
Формула

1
При перестановці границь інтегрування знак інтеграла змінюється на зворотній
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2
Інтеграл з однаковими границями дорівнює нулю
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3
Відрізок інтегрування можна розбивати на частини (див. c([a, b])
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4
Інтеграл від суми функцій дорівнює сумі інтегралів від функцій-доданків
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5
Постійний множник можна виносити за знак інтеграла
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2.2.4. Обчислення визначеного інтеграла
При обчисленні визначеного інтеграла використовується розглянута раніше формула Ньютона – Лейбніца: 


[image: image51.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

a

F

b

F

a

b

x

F

x

d

x

f

b

a

-

=

=

ò

,

де F (x) – будь-яка первісна функція для функції f (x). 

Іншими словами, при обчисленні визначеного інтеграла спочатку знаходиться первісна F (x) відповідного невизначеного інтеграла, 
а потім у цю первісну підставляють границі інтегрування (a, b) і застосовується формула Ньютона–Лейбніца. У зв’язку з відзначеною особливістю, для розрахунку значення визначеного інтеграла використовуються усі відомі і перераховані раніше методи відшукання невизначеного інтеграла. 

1. Метод заміни змінної:
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де x = φ (t) – безперервна функція на [α, β] разом із своєю похідною φ ((t), 
при цьому  φ (α) = a,   φ ( β ) = b .

2. Метод інтегрування частинами:
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Приклад. Обчислити інтеграли:
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Розв’язання. Застосувавши формулу Ньютона – Лейбніца, одержимо: 
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. Розв’язання. Зробимо заміну змінної, поклавши  t = sin x.

Тоді:

dt = cos x dx;  при  x = π/6,  t = sin (π/6) = 1/2;  при x = π/2,  t = sin (π/2) = 1. Отже, 
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. Розв’язання. Скористаємося формулою інтегрування частинами 
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   поклавши U = x, dV = sinx dx. 

Тоді, з урахуванням  рівності cos(π/2) = 0, послідовно знаходимо:
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Приклад. Використовуючи поняття визначеного інтеграла, знайти площу прямокутного трикутника, заданого рівнянням y = x, для x ([0;2].

Розв’язання. Наведемо умову задачі у вигляді рис. 2.20 a. Тоді шукану площу трикутника можна знайти з використанням формули Ньютона –Лейбніца:
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Приклад. Знайти площу S кола радіуса r. 

Розв’язання. Із цією метою скористаємося залежністю 
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і знайдемо площу S1 (див. рис. 2.20 b) однієї чверті кола, використовуючи заміну змінної:  x = r sin t,  dx = r cos t dt;  при  x = 0 ( t = 0; при x = r ( t = (/2. Одночасно врахуємо, що   cos2 t = ( 1 + cos 2 t ) / 2.   Одержимо:
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2.2.5. Обчислення площ у декартових координатах
Розглянемо задачу про обчислення площ плоских фігур на прикладі, наведеному на рис. 2.21.
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Якщо плоска фігура (див. рис. 2.21) обмежена прямими лініями x = a, x = b  ( a < b) і кривими лініями y = f (x), y = g (x), причому f (x) ( g (x) 
на [a, b], то для відшукання її площі S потрібно з площі фігури під кривою f (x) відняти площу фігури під кривою g (x). Використавши п’яту властивість визначеного інтеграла, одержимо:
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[image: image166.bmp]
 У підсумку шукана площа S може бути знайдена за формулою:
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Приклад. Обчислити площу фігури (див. рис. 2.22), яка обмежена лініями:
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Розв’язання. Із системи рівнянь знаходимо абсциси точок перетинання ліній:
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Рівняння даних ліній можна навести на рис. 2.22. Отже, шукана площа S фігури знаходиться на осі х між точками х1 і х2, на осі y – між першою 
і другою лініями, тому:
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2.2.6. Поняття невласного інтеграла
При розгляді визначеного інтеграла передбачалося, що:

1) інтервал інтегрування [a, b] є кінцевим;

2) підінтегральна функція на інтервалі інтегрування обмежена.

Відмова від виконання цих умов призводить до поняття невласних інтегралів першого і другого роду відповідно.

Невласні інтеграли першого роду (інтеграли з безкінечними границями). Спочатку розглянемо випадок, коли функція f (x) визначена 
на півосі [a, + () та інтегрується на будь-якому інтервалі [a, b], де b > a.
Невласним інтегралом першого роду називається границя 
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Якщо ця границя існує, то говорять, що невласний інтеграл 
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 збігається; якщо границя не існує, то говорять, що невласний інтеграл розбігається.

Аналогічно визначаються невласні інтеграли на півосі ( – (, b] 
і на всій осі (( – (, + ():
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причому в другому випадку передбачається, що а і b прагнуть 
до нескінченності  (а( – (, b( + ( ) незалежно.

Властивості невласних інтегралів першого роду, які слідують 
за визначенням:

1) якщо для деякого дійсного числа а збігається кожний із невласних інтегралів 
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2) якщо збігається невласний інтеграл 
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Приклади. 

1. Дослідити на збіжність невласний інтеграл:         
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Розв’язання. Беручи до уваги, що для будь-якого b > 0 існує інтеграл 
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Отже, невласний інтеграл  
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2. Дослідити на збіжність невласний інтеграл:     
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Розв’язання.
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Отже, цей невласний інтеграл розбігається. 

Невласні інтеграли другого роду (інтеграли від необмежених функцій). Нехай на інтервалі [a, b) задана (визначена і безперервна) функція f (x), а при х = b функція або не визначена, або набуває розрив. 
На будь-якому інтервалі [a, b – α], де a < α < b – a функція f (x) обмежена 
та інтегрована.

Невласним інтегралом другого роду від функції f (x) на інтервалі [a, b] називається границя:
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Якщо ця границя існує, то говорять, що невласний інтеграл 
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 збігається, якщо границя не існує, то говорять, що невласний інтеграл  розбігається.

Аналогічно визначається невласний інтеграл 
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 від функції f (x), не обмеженої на [a, b], але визначеної на півінтервалі (a, b], обмеженої 
та інтегрованої на будь-якому інтервалі [a + α, b], де 0 < α < b – a.
Розглянемо випадок, коли функція f (x) має розрив в деякій точці С усередині інтервалу, тобто  при х = С. 

У цьому випадку, за визначенням, уважають невласний інтеграл таким, що дорівнює двом невласним інтегралам:
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тобто:               
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де величини α і β визначають інтервали завдання і безперервності функції [a, с – α], [с + β, b], дорівнюють 0 < α < c – a і 0 < β < b – c і прагнуть 
до нуля незалежно один від одного.
Приклад. Обчислити інтеграл 
[image: image95.wmf]ò

-

0

1

4

x

x

d

.

Розв’язання. Функція f (x) = 1/х4 має розрив у точці х = 0 . Тому:


[image: image96.wmf].

3

1

1

lim

3

1

1

1

lim

3

1

lim

3

0

3

0

1

4

0

0

1

4

¥

=

-

a

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

a

-

-

=

=

®

a

®

a

a

-

®

a

-

ò

ò

x

x

x

d

x

x

d


Отже, інтеграл 
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 розбігається.
Інтеграл Пуассона. У курсі “Теорія ймовірностей і математична статистика” буде потрібний невласний інтеграл Пуассона:
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Невизначений інтеграл 
[image: image99.wmf]ò

-

x

d

e

x

2

 через елементарні функції не виражається, тому, опускаючи доведення, приведемо значення збіжного невласного інтеграла Пуассона:
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У силу парності підінтегральної функції маємо:   
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Зробивши заміну змінної, одержимо:
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або, з урахуванням парності підінтегральній функції, остаточно знайдемо найпоширенішу форму інтеграла Пуассона:
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Приклад. У курсі “Теорія ймовірностей” будуть потрібні два невласних інтеграли, що є ключовими при моделюванні роботи великого класу економічних об’єктів – супермаркетів, морських портів, автозаправних станцій, телефонних мереж та інших так називаних марковських систем масового обслуговування. Перший невласний інтеграл знайдемо з використанням методу інтегрування частинами. Із метою економії запису нескінченну границю зазначимо явно, а при її визначенні використаємо правило Лопіталя, одержимо:
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Другий невласний інтеграл потребує двократного застосування методу інтегрування частинами. Процес інтегрування пропонується читачеві виконати самостійно. Наведемо кінцевий результат:
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Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке невизначений інтеграл і якими основними властивостями він володіє?  Поясніть суть основних методів інтегрування: безпосереднє інтегрування, підстановка, інтегрування частинами.

2. Сформулюйте поняття “визначений інтеграл” і поясніть його можливу геометричну інтерпретацію. Поясніть основні властивості визначеного інтеграла: перестановка границь інтегрування, інтеграл з однаковими границями, інтеграл від суми функцій та ін.

3. Як можна обчислити значення визначеного інтеграла? 

4. Запишіть формулу Ньютона – Лейбніца і поясніть способи обчислення визначеного інтеграла: заміна змінної й інтегрування частинами.

5. Напишіть формулу і поясніть спосіб обчислення площ плоских фігур 
у декартових координатах із використанням визначеного інтеграла.

6. У яких випадках виникає поняття “невласний інтеграл”? 

7. Поясніть основні способи обчислення невласних інтегралів.

2.2.7. Диференціальні рівняння
При вивченні природних, соціальних, економічних та інших явищ часто не вдається безпосередньо знайти закон, що зв’язує незалежні змінні і шукану функцію, але можна встановити зв’язок між цими змінними, шуканою функцією та її похідними.

Диференціальним рівнянням називається рівняння, що пов’язує незалежну змінну х,  шукану функцію  у = f (x)  і   її  похідні   y(, y(,(, y (n). 

Порядком диференціального рівняння називається найвищий порядок похідної від шуканої функції, яка міститься у цьому рівнянні.

Наприклад, рівняння:

y y(  + 2х y( +  y2 – tg x = 0

є диференціальним рівнянням другого порядку. 

Звичайним називається диференціальне рівняння в тому випадку, коли шукана функція залежить тільки від однієї змінної. 

Символічно звичайне диференціальне рівняння n-го порядку можна записати так:

F ( x, y, y(, y(,(, y (n) ) = 0.


    (2.10)

Розв’язанням диференціального рівняння називається будь-яка функція у = f (x), яка разом зі своїми похідними y, y(, y(,(, y (n) задовольняє рівнянню (2.10), тобто перетворює це рівняння в тотожність.

Приклад. Нехай маємо рівняння y( – y( = 0. Можна показати, що розв’язаннями цього рівняння є функції  y = еx, y = 23∙ еx, y = 5∙ еx + 10. Очевидно, що будь-яка функція виду y = С1 ∙ еx + С2  є розв’язанням цього рівняння. Тут С1 і С2 – довільні постійні величини (константи), що не залежать одна від одної. 

Із наведеного прикладу випливає, що диференціальне рівняння має незліченну множину розв’язків.

Загальним розв’язанням диференціального рівняння n-го порядку називається функція, що містить n довільних постійних: 

у = f (x, С1, С2, …, Сn)



   (2.11)

і задовольняє рівнянню (2.10).

Частковим розв’язанням диференціального рівняння (2.10) називається будь-який його розв’язок, який одержується із загального розв’я-зання (2.11) при конкретних значеннях числових констант С1, С2, …, Сn.

Загальним інтегралом рівняння (2.10) називається співвідношення виду:

Ф (x, С1, С2, …, Сn),



(2.12)

що неявно визначає його загальне розв’язання.

Розв’язати (проінтегрувати) диференціальне рівняння n-го порядку – зна-чить знайти його загальне розв’язання (2.11) або загальний інтеграл (2.12).

2.2.8. Диференціальні рівняння першого порядку
Диференціальне рівняння першого порядку пов’язує незалежну змін-ну x, шукану функцію y = y (х) і її похідну y(. Загальний вигляд рівняння можна записати у такий спосіб:

F( x, y, y( ) = 0.
(2.13)

У рівняння (2.13) можуть не входити в явному вигляді змінні x і y, але y( входить обов’язково. Якщо рівняння (2.13) удається розв’язати щодо y(, то воно приймає вигляд:

y(  =  f (x, y).





(2.14)

Нехай y = y(х) є розв’язанням рівняння (2.13) або (2.14). Уведемо визначення інтегральної кривої лінії.

Інтегральною кривою лінією називається графік функції  y = y(х). 

Загальне розв’язання (2.11) диференціального рівняння (2.13) має вигляд:

y = y(х, С).





(2.15)

Часткове розв’язання рівняння (2.13) або (2.14) одержується при конкретному значенні константи С в рівнянні (2.15). 

Оскільки диференціальне рівняння має незліченну множину розв’язків, то йому відповідає і незліченна множина інтегральних кривих ліній (див. рис. 2.23).
[image: image167.bmp]Для виділення з цієї множини конкретної кривої лінії потрібно задати точку (х0, у0), через яку ця крива лінія проходить, тобто потрібно знати значення у0 розв’язання y = y(х) при значенні незалежної змінної х = х0. 

Завдання значення y = у0 загального розв’язання (2.15) при х = х0 називається накладенням початкових умов на рівняння (2.13) або (2.14). Початкові умови прийнято позначати так: 
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(2.16)

Задачею Коші називається задача відшукання такого розв’язання рівняння (2.13) або (2.14), яке задовольняє початковим умовам (2.16). 

Теорема Коші. Якщо права частина рівняння (2.14) та її часткова похідна 
[image: image108.wmf]dy

df

 безперервні в деякій області, що містить точку (х0, у0), то в цій області існує єдине розв’язання  y = y (х)  рівняння (2.14), яке задовольняє початковим умовам: 
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Геометрично це значить, що через кожну точку (х0, у0) цієї області проходить єдина інтегральна крива лінія  y = y (х) (див. рис. 2.23).

2.2.9. Рівняння з подільними змінними
Диференціальним рівнянням із подільними змінними називають таке диференціальне рівняння першого порядку, яке можна призвести 
до вигляду:

y( = f (x)∙φ ( y),
(2.17)

тобто коли в правій частині знаходиться добуток функції f (x), яка залежить тільки від змінної х, на функцію φ ( y), яка залежить тільки від змінної  y.

Із найпростішим випадком рівняння (2.17), коли φ ( y) = 1 уже зіштовхувалися при розгляді невизначеного інтеграла. Тоді функцію F (x) = у називали первісною функції f (x), використовували позначення F((x) = y( = f (x) і задачу відшукання розв’язання такого рівняння записували 
як задачу відшукання невизначеного інтеграла:
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У більш загальному випадку, коли φ ( y) ( 1 не дорівнює одиниці, запишемо рівняння (2.17), явно позначивши елементи похідної в лівій частині:
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Помноживши ліву і праву частини на величину dx і потім розділивши їх на φ ( y), за умови, що φ ( y) ( 0, одержимо нове рівняння.

Рівнянням із поділеними змінними називається рівняння:
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(2.18)

Рівняння (2.18) можна розглядати як рівність двох диференціалів, що дозволяє для відшукання розв’язання рівняння застосувати одночасно до його лівої і правої частини вже знайому операцію невизначеного інтеграла: 
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і в такий спосіб знайти загальний інтеграл (загальне розв’язання виду (2.15)) диференціального рівняння (2.17). Розглянемо здійснення цих операцій на прикладі.

Приклад. Проінтегрувати диференціальне (однорідне) рівняння: 
(x2 – y ∙ x2) y( + y2 + x ∙ y2 = 0.

Розв’язання. Представимо це рівняння у вигляді рівняння з поділь-ними змінними, для чого виконаємо еквівалентні перетворення рівняння:
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Розділимо змінні: 
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Інтегруючи ліву і праву частини, одержуємо:
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x

x

y

y

+

+

-

=

+

|

|

ln

1

|

|

ln

1

.

Після перетворень отриманої рівності знаходимо загальне розв’язання (загальний інтеграл) початкового диференціального рівняння:
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Питання і завдання для самоперевірки

1. Сформулюйте поняття “диференціальне рівняння”. 

2. Яка функція називається загальним і яка частковим розв’язанням диференціального рівняння? 

3. Що таке початкові умови розв’язання і як можна сформулювати задачу Коші?

4. Поясніть принцип розв’язання диференціального рівняння першого порядку з поділеними змінними.

2.2.10. Числові і функціональні ряди
У природі і в економіці іноді доводиться зіштовхуватися з ланцюжком подій, що мають числові показники, які формуються за єдиним законом, але набувають різні значення. Прикладом може слугувати операція нарахування відсотків за вкладами. 

Зі шкільного курсу математики відома арифметична і геометрична прогресія, які є прикладом числового ряду. Якщо елементи ряду залежать від деякої змінної величини х, то такий ряд називається функціональним.

Числові і функціональні ряди є потужним інструментом розв’язання багатьох прикладних задач: інтегрування, диференціювання, дослідження динаміки систем масового обслуговування в економіці і в інших додатках. 

Коротко розглянемо основні поняття.

Числовим рядом (або просто рядом) називається нескінченна сума чисел (u1, u2, …, un, …), які називаються членами ряду: 
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(2.19)

елемент un – називається загальним членом ряду. Ряд уважається заданим, якщо заданий закон, за яким обчислюється загальний член un ряду.

Частковою сумою S n цього ряду називається сума перших n членів ряду:  
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Залишком ряду Rn називається вираз, який утворюється з ряду (2.19) після відкидання перших n членів ряду:
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(2.20)

Збіжним називається ряд, якщо при необмеженому збільшенні числа n членів ряду існує кінцева границя його часткової суми Sn, яку у такому випадку називають сумою ряду – S, тобто:
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Розбіжним називається ряд, для якого границя часткової суми Sn 
не існує.

Як приклад  розглянемо ряд, члени якого є членами геометричної прогресії, тобто un = aqn–1:
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Знайдемо суму Sn перших n членів цього ряду при q ( 1:
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Із цією метою додамо до лівої та правої частини рівності величину  aqn :
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З останньої рівності знаходимо:   
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Якщо | q | < 1, то  
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Тоді, відповідно до формули (2.20), залишок ряду дорівнюватиме  
[image: image130.wmf],
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і у границі, при |  q | < 1, знаходимо:
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Отже, при | q | < 1 геометрична прогресія є збіжним рядом.

Знакопостійним називається числовий ряд, усі члени якого мають однаковий знак. Збіжність ряду може бути оцінена за декількома ознаками, наведемо одну із них.

Ознака Даламбера. Якщо всі члени ряду (2.19) додатні й існує границя відношення членів ряду:
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(2.21)

то при d < 1 цей ряд збігається, а при d > 1 – розбігається. При d = 1 необхідні додаткові дослідження ряду.

Приклад. Виконаємо дослідження геометричної прогресії, для якої un = aqn:                       
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Тоді, за ознакою Даламбера, одержимо відомий результат – геометрична прогресія збігається при q < 1.

Знакопочережним називається такий числовий ряд, у якому члени ряду мають почережні знаки:
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(2.22)

де uk > 0.

Достатня ознака збіжності такого ряду виражається такою теоремою.

Теорема Лейбніца. Якщо в знакопочережному ряді (2.22) члени ряду такі, що:

u1 > u2 > u3 >…> un >…

і  
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то ряд збігається. У цьому випадку для залишку ряду (2.20) справедливо твердження про те, що його величина не перевищує першого відкинутого члена ряду, тобто: 
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Знакозмінним називається такий числовий ряд, який містить додатні і невід’ємні члени ряду (2.19), що чергуються необов’язково.

Одна із достатніх ознак збіжності числового ряду в цьому випадку формулюється у вигляді такої теореми.

Теорема. Якщо ряд 
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, складений з абсолютних значень членів знакозмінного ряду, збігається, то початковий знакозмінний ряд також збігається і називається абсолютно збіжним. 

Функціональним називається ряд, члени якого є функціями незалежної змінної  х:
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Задаючи змінній х різні числові значення, будемо одержувати різні числові ряди, які можуть збігатися або розбігатися.

Областю збіжності функціонального ряду називається сукупність значень змінної х, при яких числовий ряд збігається. У цьому випадку його суму позначають S (x) або f (x) і говорять, що функція f (x) розкладається у ряд.

Степеневим називається функціональний ряд вигляду:
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(2.23)

де а0, а1, а2, …, аn – постійні числа, які називаються коефіцієнтами ряду (2.23).

Радіусом збіжності ряду (2.23) називається число R, що визначає границі інтервалу значень змінної х (інтервалу збіжності), для яких при x((– R, R) ряд (2.23) збігається.

Для визначення радіуса збіжності R  використовують таку теорему.

Теорема. Якщо при n ( ( існує границя 
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, то ряд (2.23) абсолютно збігається при  | x| < R  і розбігається при | x| > R .
При доведенні цієї теореми розглядається знакопостійний числовий ряд (при фіксованому значенні х):


[image: image141.wmf]å

¥

=

×

=

+

×

+

+

×

+

×

+

0

2

2

1

0

|

|

|

|

...

|

|

|

|

...

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

n

n

n

n

n

x

a

x

a

x

a

x

a

a

,
(2.24)

який, відповідно до ознаки Даламбера (2.21), збігається за умови:
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тобто при: 
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Після перетворення останньої нерівності знаходимо умову збіжності ряду (2.24):
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Якщо | x| > R, то ряди (2.24) і (2.23) розбігаються, тому що не виконується необхідна умова збіжності ряду.

Приклад. Дослідити ряд на збіжність:
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(2.25)

Розв’язання. Знайдемо радіус збіжності ряду:
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Отже, степеневий ряд (2.25) збігається при | x | < R, тобто  при всіх значеннях x або інакше – на всій числовій осі:

x((– (, ().

Важливим для практики прикладом функціонального ряду є фор-мула Тейлора, яка дозволяє представити будь-яку функцію f (x), що має всі похідні до (n + 1)-го порядку включно, сумою ряду в околу точки x  = a:
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де Rn(x) – залишковий член ряду.

Якщо функція f (x) в околу точки x = a має похідні всіх порядків, тобто нескінченно диференційована, і якщо границя залишку дорівнює нулю:
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то з формули Тейлора при n( ( одержимо ряд Тейлора.

Розкладанням  функції f (x) у ряд Тейлора називається вираз:
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 .  (2.26)

Із ряду Тейлора при а = 0 одержимо ряд Маклорена:
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, (2.27)

який використовується для наближених обчислень функцій, а також 
при моделюванні динаміки економічних процесів.

Приклади.

1. Розкласти в ряд Маклорена функцію еx. 

Розв’язання. Так як (еx )( = (еx )(( = … = (еx )(n)  = еx, і при х = 0 еx  = 1, 
то із формули (2.27) знаходимо, що n-й член ряду буде мати вигляд 
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. Тоді, підставляючи значення n = 0, 1, 2… у формулу загального члена ряду, знаходимо шуканий ряд Маклорена для функції еx:
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(2.28)

який, як було встановлено для формули (2.25), збігається при всіх значеннях x((– (, (), тобто  на всій числовій осі. 

Відзначимо також, що якщо у формулі (2.28) спрямувати значення аргументу x ( 0, то в правій частині усі доданки, що мають співмножник xn (n > 1), виявляються величинами більш високого порядку мализни в порівнянні 
з другим доданком (x), що дозволяє знехтувати цими доданками 
в порівнянні з другим доданком (x) і одержати відзначену в п. 2.1.4 еквівалентність функцій: ex ~ 1 + x. У такий спосіб можна довести еквівалентність і других функції, наведених у п. 2.1.4. 

При побудові моделей динаміки роботи багатьох економічних систем і об’єктів еквівалентність функцій ex ~ 1 + x є ключовою властивістю, що дозволяє одержати систему диференціальних рівнянь Чепмена – Колмогорова для ймовірністних характеристик цих систем. Властивості таких систем і процесів одержали назву марковських. Різновидами відповідних економічних систем і об’єктів можуть бути супермаркети, залізничні і автостанції, морські й авіапорти, перукарні і ресторани, телефонні станції 
та інші так називані системи масового обслуговування.

2. Обчислити значення 
[image: image153.wmf]e

1

 з точністю  0,005.

Розв’язання. Використаємо розглянутий ряд Маклорена для функції еx 
за умови, що х = – 1/2, знайдемо:
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Отриманий числовий ряд задовольняє умовам теореми Лейбніца, тому для залишку ряду справедлива оцінка 
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Тому з потрібною точністю одержуємо:
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3. Знайти вираз для розрахунку інтеграла ймовірностей:
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Розв’язання. У силу парності підінтегральної функції шуканий інтег-рал можна подати:
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Для підінтегральної функції використаємо розглянутий ряд Маклорена (2.24): 
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і одержимо:
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Підставляючи розглянутий степеневий ряд у початковий вираз, після інтегрування знаходимо:
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Вираз 
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відомий як інтеграл ймовірності, таблиці значень якого приводяться 
у довідниках (див. додаток 9). 

Для t ( 1 у дужках достатньо взяти три перших доданки, зокрема  при t = 1, виявляється:
Ф (1) = 0,399043(1 – 0,16667 + 0,025 – 0,00298 + 0,000289 – …) = 0,3425,

при цьому табличне значення Ф (1) = 0,3413  (Δ = 0,3%).  Для t ( 2 у дужках необхідно враховувати сім перших доданків, так при t = 2 виявляється Ф (2) = 0,4784  (Δ = 0, 2%), при цьому табличне значення Ф (2) = 0,4772.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке числовий ряд, часткова сума ряду, залишок ряду? 

2. Як можна оцінити значення залишку знакопочережного ряду? 

3. Сформулюйте умову збіжності числового ряду та ознаку Даламбера. 

4. Чим відрізняється функціональний ряд від числового? 

5. Що таке область і радіус збіжності функціонального ряду і як можна їх визначити?
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Рис. 2.19
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Рис. 2.20. Обчислення площі геометричних фігур:


a) трикутника;  b) кола
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Рис. 2.21. Обчислення площ у декартових координатах
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Рис. 2.22. Площа фігури, обмеженої лініями
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Рис. 2.23. Загальне і часткове розв’язання диференціального рівняння
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