3. ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ
3.1. Елементарні поняття теорії ймовірностей
3.1.1. Елементи комбінаторики
Перестановками з n елементів називаються різні сукупності всіх цих елементів по n елементів у кожній, які (сукупності) відрізняються один від одного тільки послідовністю розташування елементів у сукупності.

Кількість усіх можливих перестановок із n різних елементів позначається Рn і обчислюється (див. додаток 3) за формулою:
Рn = 1 ∙ 2 ∙ 3∙ … ∙ (n –1) ∙ n = n !

Уважається, що Р0 = 0 ! = 1.

Приклади.

1. При n = 2 позначимо елементи сукупності цифрами 1 і 2. Тоді з двох елементів можна одержати дві перестановки (Р2. = 2): 12 і 21.

За формулою знаходимо: 

Р2 = 2 ! = 1∙2 = 2.
2. При n = 3 позначимо елементи сукупності цифрами 1, 2 і 3. Тоді 
з трьох елементів можна одержати шість перестановок (Р3. = 6): 123, 213, 312, 132, 321, 231. 

За формулою знаходимо: 

Р3 = 3 ! = 1∙2∙3 = 6.
Розміщеннями з n елементів по m елементів називають різні сукупності m елементів із цих n елементів, які (сукупності) відрізняються один від іншого або самими елементами, або послідовністю розташування елементів.

Кількість усіх різних розміщень із n різних елементів по m елементів позначається  так:                                   Anm.

У загальному випадку кількість (Anm ) усіх розміщень із n різних елементів по m  обчислюється (див. додаток 3) за формулою множників:
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Приклади.

1. При n = 2 позначимо елементи сукупності цифрами 1 і 2. Тоді з двох елементів по одному елементу можна одержати ( A21 = 2) два розміщення: 
1 і 2; по два елементи одержимо ( A22 = 2) два розміщення: 12 і 21.

2. При n = 3 позначимо елементи сукупності цифрами 1, 2 і 3. Тоді 
з трьох елементів по одному елементу можна одержати ( A31 = 3) три розміщення: 1, 2 і 3, по два елемени одержимо ( A32 = 6) шість розміщень: 12, 21, 13, 31, 23, 32. 

Сполученнями з n елементів по m називаються будь-які сукупності 
по m елементів у кожній сукупності із цих n елементів, які (сукупності) відрізняються один від одного хоча б одним елементом. Відмінності порядку проходження елементів у сукупності не враховуються.

Кількість усіх сполучень із n елементів по m позначається Сnm. 

Відзначимо, що сукупності, які мають однакові елементи, але відрізняються послідовністю цих елементів, у такому випадку уважаються як та сама послідовність, тобто із загальної кількості такі сукупності виключаються.

Тому кількість сполучень буде меншою за кількість розміщень у m ! разів (див. додаток 3): 
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Із формули для обчислення кількісті сполучень випливають їх властивості:
1) Сnm = Сnn–m;

2) Сn0 = Сnn = 1.

Приклади.

1. Студенти групи складають у сесію екзамени з п’яти курсів, які умовно позначимо буквами: A, B, C, D, E. Скількома способами можна встановити послідовність складання випробувань у розкладі?

Розв’язання. У сесію потрібно скласти всі іспити, тому будь-який варіант розкладу буде відрізнятися один від одного тільки порядком проходження випробувань. Тому кількість варіантів розкладу буде збігатися з числом можливих перестановок ( Р5 ), що знайдемо за формулою:
Р5 = n ! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ 5 = 120.

2. Студенти вивчають вісім предметів. Щодня в них по три пари різних занять. Скількома способами може бути складений розклад занять на один день?

Розв’язання. Розклад на один день може відрізнятися один від одного або самими предметами, або порядком їх розташування. Тому загальна кількість варіантів побудови трьох пар предметів дорівнюватиме кількості розміщень ( A83 ) із восьми предметів на трьох і може бути розрахована за формулою:
A83  = 8 ∙ 7 ∙ 6 = 336.

3. Із шести спецкурсів студент зобов’язаний скласти екзамени з трьох спецкурсів, які він вибирає на свій розсуд. Скільки різних варіантів вибору має студент?

Розв’язання. Так як кожний варіант вибору відрізняється один від одного хоча б одним елементом, тому кількість варіантів дорівнюватиме кількості сполучень С63:
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3.1.2. Випадкові події
Подією в теорії ймовірностей називається будь-який факт, який в результаті спроби може відбутися або не відбутися. Приклади подій:

A – поява герба при киданні монети;

B – поява семи помилок на одній сторінці при машинописі.

Можливості появи кожного з цих подій різні і можуть бути оцінені числом.

Ймовірність події A – є чисельна міра ступеня об’єктивної можливості виникнення цієї події в результаті спроби (позначається Р (A)). 

У яких границях ймовірність події змінюється і що позначає? 

Вірогідною називається така подія, яка у результаті спроби неодмінно повинна відбутися (будемо її позначати буквою U). Прикладом вірогідної події може бути одержання не більше п’яти балів на іспиті з п’ятибальною системою оцінок.

Ймовірність вірогідної події прийнята за одиницю виміру ймовір-ностей і дорівнює одиниці, Р (U) = 1.
Неможливою подією називається така подія, яка у даній спробі відбутися не може (будемо її позначати значком Ø). Наприклад, поява трьох гербів при двох киданнях монети.

Ймовірність неможливої події дорівнює нулю, Р(Ø) = 0.

Несумісними називаються такі події, які одночасно в одній спробі з’явитися не можуть. Наприклад, поява герба і цифри одночасно при одному киданні монети.

У іншому випадку події називаються сумісними.

Сумою двох випадкових подій A і B називається подія C = A + B, яка складається в появі або події A або події B або обох подій разом, тобто 
в появі  хоча б однієї з подій A або B.

Наприклад, подія A – влучення в ціль при першому пострілі, подія 
B – влучення в ціль при другому, подія C – влучення в ціль хоча б один раз.

Добутком двох випадкових подій A і B називається подія C = AB, яка складається в спільному виконанні події A і події B (одночасно).

Наприклад, подія A – влучення в ціль при першому пострілі, подія 
B – при другому, подія C – влучення в ціль при обох пострілах.

Також визначається сума і добуток будь-якого кінцевого числа подій.

Повна група подій – це така сукупність подій Ai ( i = 1,2, …, n ), 
з яких у результаті спроби тільки одна подія повинна з’явитися неодмінно. Усі події повної групи несумісні, а їх сума є подією вірогідною, тобто: 
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Ai ∙ Aj = Ø.

Протилежними називаються дві події A і Ā, що несумісні і одночасно складають повну групу подій, тобто для них виконуються співвідно-шення:

A + Ā = U,

A∙Ā = Ø .

Відзначимо, що в силу виникнення вірогідної події (U): 

Р (A) + Р (Ā) = Р (U) = 1,

ймовірність протилежної події можна знайти через ймовірність події A: 

Р ( Ā) = 1– Р ( A).

Для ймовірності події A використовують позначення p = Р ( A), а для ймовірності протилежної події – позначення q = Р( Ā). Тоді відзначена ймовірність вірогідної події (U ) набуде вигляду:

p + q = 1.

Рівноможливими називаються такі події, для яких за умовами симетрії є підстави уважати, що жодна з цих подій не є об’єктивно більш можливою, ніж інша.

Прикладом рівноможливих подій є випадання герба і випадання цифри при киданні монети.

Елементарними подіями (випадками) називаються події, що утворюють повну групу рівноможливих несумісних подій, тобто які володіють усіма трьома властивостями відразу.

Для групи елементарних подій у спробі можливий безпосередній підрахунок апріорних (доспробних) ймовірностей, заснований на оцінці числа сприятливих випадків у загальному числі випадків.

Сприятливим даній події A називається такий випадок, поява якого спричиняє за собою появу даної події A.

Приклад. Якщо подія (A) полягає у випаданні парного числа очок при киданні гральної кістки, то йому сприятливі m = 3 випадків випадання числа очок, а саме – 2, 4, 6 очок із усіх n = 6 випадків. 

Ймовірність події A у схемі випадків позначається Р(A) і обчислюється як відношення числа сприятливих випадків m до загального числа n випадків:
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Приклад. Набираючи номер телефону, абонент забув дві останні цифри і набрав їх навмання. Яка ймовірність (події B) того, що він набрав потрібні цифри?

Розв’язання. Число різних за складом або послідовністю набору пар цифр не менше за число розміщень із 10 елементів за двома, що складає загальне число елементарних випадків n = A102 = 9 ∙10 = 90, із яких лише один набір (один випадок) є сприятливим. Тому шукана апріорна (доспроб-на) ймовірність події B буде дорівнюватиме Р(B) < 1/90 (див. Р(B)=0,01). Відзначимо, що не врахованими залишилися десять пар однакових чисел: 00, 11, 22, ..., 99. Тому загальне число n дорівнюватиме 100 і Р(B) = 1/100.

Приклад. Обчислити ймовірність того, що володар однієї картки спортлото угадає шість (подія A) виграшних номерів із 49.

Розв’язання. Для угадування всіх шести виграшних номерів сприятливим є тільки один випадок (m = 1), а загальне число випадків дорівнює числу сполучень із 49 по 6: 
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Тоді шукана ймовірність дорівнюватиме Р(A) = 1/n = 0,000 000 072.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Що називається перестановкою, розміщенням, сполученням? Запишіть формули для розрахунку цих величин. 

2. Які події в теорії ймовірностей прийнято уважати випадковими? 

3. Що таке ймовірність події? 

4. Які події називаються вірогідними, а які – неможливими? Чому дорівнює ймовірність таких подій? 

5. Які події вважаються сумісними, несумісними, рівноможливими, протилежними? Що можна сказати про ймовірність таких подій? 

6. Які події складають повну групу подій і чому дорівнює ймовірність такої групи подій? 

7. Як і чому можна розрахувати ймовірності подій у схемі випадків?

3.1.3. Теореми додавання і множення ймовірностей
Представимо подію A як влучення точки в результаті спроби в плоску область A (див. рис. 3.1), подія B – влучення точки в плоску область B 
і в такій геометричній інтерпретації розглянемо ймовірність події (A + B), тобто влучення точки або в область A або в область B.

Теорема додавання ймовірностей. Ймовірність суми двох сумісних подій дорівнює сумі їх ймовірностей за відрахуванням ймовірності добутку цих подій (див. рис. 3.1, А): 

P (A + B) = P (A) + P (B) – P (AB).

Ймовірність суми двох несумісних подій, тобто ймовірність появи або першої або другої події, дорівнює сумі ймовірностей цих подій (див. рис. 3.1, Б):

P (A + B) = P (A) + P (B).

Теорема легко доводиться для схеми випадків. Якщо з n випадків рівно m випадків сприятливі події A, рівно k випадків сприятливі події B 
і немає випадків сприятливих обом подіям одночасно (див. на рис. 3.1, А – такі випадки існують у зоні AB, на рис. 3.1, Б – не існують), то: 
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Для несумісних подій теорема додавання ймовірностей узагальнюється на будь-яке число n подій Ai і може бути записана у вигляді:
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Подію A називають незалежною від події B, якщо ймовірність події A не залежить (не змінюється) від того, відбулася подія B чи ні, у протилежному випадку подія A називається залежною від події B.

Приклади. 

1. Спроба складається в киданні двох монет, розглядаються події:

A – поява герба на першій монеті;

B – поява герба на другій монеті.

У даному випадку ймовірність події A не залежить від того, відбулася подія B або ні, тобто подія A незалежна від події B.

2. В урні дві білих кулі і одна чорна. Дві людини витягають по одній кулі з цієї урни, розглядаються події:

A – поява білої кулі у першої особи;

B – поява білої кулі у другої особи.

Початкова ймовірність події B дорівнює 2/3. Проте якщо стало відомо, що подія A відбулася, то ймовірність події B дорівнює 1/2.

Умовною ймовірністю події B називають ймовірність події B, обчислену за умови, що інша подія – A відбулася. Умовна ймовірність події B позначається так: P (B/A).

Для умов останнього прикладу P(B) = 2/3; P(B/A) = 1/2.

Умова незалежності події B від події A має вигляд: 

P (B/A) = P (B).

Теорема множення ймовірностей. Ймовірність добутку двох подій (A і B), тобто такої події, яка полягає в одночасній появі і першої події (A) і другої події (B), дорівнює добутку ймовірності однієї з них на умовну ймовірність іншої, обчислену за умови, що перша подія відбулася:

P (AB) = P (A) ∙ P (B/A), 
P (AB) = P (B) ∙ P (A/B).
(3.1 )
Для умов останнього прикладу ймовірність P (AB) того, що обидві особи витягнуть з урни по однієї білій кулі, знайдемо: 

P(AB) = P(A) ∙ P(B/A) = 2/3 ∙ 1/2 = 1/3.

Висновок 1. Якщо подія B не залежить від події A, то і подія A 
не залежить від події B, тобто залежність або незалежність подій завжди взаємна. Для доведення цього твердження достатньо записати формулу (3.1) двома способами:

P (AB) = P (A) ∙ P (B/A) = P (B) ∙ P (A/B).

Якщо подія B незалежна, то, підставивши в ліву частину рівність P(B/A) = P (B), знаходимо: 

P (A) P (B) = P (B) ∙P (A/B),
(
P (A/B) = P (A).

Отже, подія A також не залежить від події B.

Висновок 2. Ймовірність добутку двох незалежних подій дорівнює добутку ймовірностей цих подій:

P (AB) = P (A) ∙ P (B).

Для випадку декількох (Ai, i = 1, 2,…, n ) залежних подій формула (3.1) набуде вигляду:

P(A1, A2, …, An) = P (A1) ∙ P (A2 /A1) ∙ P (A3 /A1A2)∙…∙P ( An /A1A2…An–1)...

На закінчення відзначимо просте мнемонічне правило визначення ймовірності складної події, що є в появі більш простих несумісних подій. 

Правило визначення ймовірності складної події. Якщо складна подія комбінується з несумісних простих із використанням сполучника “або”, то ймовірності простих подій варто складати, якщо з використанням сполучника “і ”, то – множити.

Приклад. Обчислити ймовірність того, що володар однієї картки спортлото угадає три виграшних номери (подія A) із 49.

Розв’язання. Подія A складається в одночасній появі рівно трьох виграшних і рівно трьох невиграшних номерів в однім квитку, тобто є складною подією. Число сприятливих випадків m для виникнення події A буде збігатися з числом випадків, коли в картці виявилися рівно три номери 
із шести виграшних номерів (число таких випадків дорівнює С63), 
і одночасно – рівно три номери з цих 43 невиграшних номерів, що залишилися (число таких випадків дорівнює С433), тобто: 
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Загальне число n випадків дорівнює числу сполучень із 49 по 6: 
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Тоді шукана ймовірність дорівнюватиме:
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3.1.4. Формула повної ймовірності. Формула Байєса
Для уточнення поточної ринкової або іншої ситуації за непрямими ознаками часто використовують формулу Байєса. Розглянемо принцип 
її одержання і застосування.

На першому кроці припустимо, що дві залежних події можуть відбутися одночасно, наприклад перша подія – студент зайшов у переповнений автобус, друга – студент виявив відірваний гудзик на своїй куртці. Ці події можуть бути взаємозалежні. Позначимо першу (приховану і цікаву для нас) подію символом Hi, другу подію (яку можна спостерігати) – символом A. Тоді ймовірність добутку цих подій, відповідно до формули (3.1), буде мати вигляд:

P (Hi A)  = P(Hi)∙P(A/Hi) =  P(A)∙P(Hi /A).

Звідки умовну ймовірність P(Hi /A) цікавої для нас події Hi можна знайти через інші ймовірності:
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(3.2)
Тепер (на другому кроці) розглянемо ситуацію, коли кількість цікавих для нас подій (можливих варіантів обстановки) є достатньо великою і ці варіанти утворюють повну групу подій (повний перелік варіантів обстановки) Hi: H1, H2, ( , Hn . У нашому прикладі студент міг, крім поїздки 
в автобусі, ще стояти в черзі за дефіцитними продуктами, брати участь 
у бійці, наздоганяти приятеля, а також бути учасником інших варіантів обстановки, де цілком міг відірватися гудзик від його куртки.

Назвемо ці події (можливі варіанти обстановки) гіпотезами. 

Разом із кожною із цих (прихованих) гіпотез може відбутися деяка інша подія (що спостерігається) – подія A (гудзик відірвався). На другому кроці знайдемо ймовірність появи події A.

Із припущення про появу події A тільки в комбінації з будь-якої із цих (несумісних) гіпотез і з урахуванням формули (3.1) випливає, що ймовірність появи події A дорівнюватиме сумі ймовірностей усіх можливих варіантів появи цієї події, тобто:
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Коротко цю ймовірність можна записати так:
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    (3.3)

Тоді на третьому кроці, підставивши формулу (3.3) у формулу (3.2), одержимо відому формулу Байєса:
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(3.4)

Із метою ілюстрації застосування формули Байєса звернемося до такої задачі. Є повна група несумісних гіпотез H1, H2, ( , Hn. Наприклад, комп’ютери на ринку можуть бути місцевої зборки з якісних деталей (гіпотеза H1), місцевої зборки з неякісних деталей (гіпотеза H2), закордонної зборки з якісних деталей (гіпотеза H3) і т. ін. Ймовірності кожної із гіпотез до спроби відомі і дорівнюють P(H1), P(H2), ( , P(Hn ). 
У результаті спроби з’явилася деяка подія A, що сумісна (тобто може відбутися) із кожною із цих гіпотез. Наприклад, куплений комп’ютер безвідмовно проробив значний час. Запитується, у зв’язку з появою цієї події A, як варто змінити ймовірності початкових гіпотез P (Hi /A). У наведеному прикладі необхідно з’ясувати, яка ймовірність того, що куплений високоякісний комп’ютер закордонної зборки?  Для відповіді на це питання достатньо використати формулу Байєса (3.4).

Приклад. У результаті “спроби” виникнула подія A – куплений комп’ютер безвідмовно проробив протягом  часу t. Відомо, що комп’ютер міг бути високоякісної закордонної зборки з ймовірністю P(H1) = 0,4 або місцевої зборки – із ймовірністю P(H2) = 0,6. У першому випадку ймовірність його безвідмовної роботи за час t дорівнює P(A/H1) = 0,95; 
а при місцевій зборці – P(A/H2) = 0,7. Потрібно знайти ймовірність P(H1/A) того, що даний комп’ютер, який справно працював, має високоякісну закордонну зборку й одночасно уточнити ймовірність P(H2/A) того, 
що даний комп’ютер має місцеву зборку.

Розв’язання. За формулою Байєса (3.4) для умов прикладу знаходимо шукані ймовірності:

[image: image16.wmf]475

,

0

7

,

0

6

,

0

95

,

0

4

,

0

95

,

0

4

,

0

)

/

(

)

(

)

/

(

)

(

)

/

(

2

1

1

1

1

=

×

+

×

×

=

×

×

=

å

=

i

i

i

H

A

P

H

P

H

A

P

H

P

A

H

P

;


[image: image17.wmf].

0,525

8

,

0

42

,

0

7

,

0

6

,

0

95

,

0

4

,

0

7

,

0

6

,

0

)

/

(

)

(

)

/

(

)

(

)

/

(

2

1

2

2

2

=

=

×

+

×

×

=

×

×

=

å

=

i

i

i

H

A

P

H

P

H

A

P

H

P

A

H

P


Із отриманих результатів випливає, що ймовірність першої гіпотези (комп’ютер закордонної зборки) збільшилася на величину 0,075, а другої – зменшилася на цю ж величину (сума ймовірностей дорівнює одиниці).

Тепер розглянемо ту ж задачу, але за умови, що комп’ютер за цей час один разом зламався (подія A – поломка комп’ютера). Для такої ситуації 
з попередніх умов знаходимо відповідні умовні ймовірності поломки комп’ютера при закордонній і місцевій зборці відповідно: 
P(A/H1) = 1– 0,95 = 0,05;  P(A/H2) = 1– 0,7 = 0,3 і потім, з урахуванням раніше відомих ймовірностей P (H1) = 0,4 і P (H2) = 0,6, одержимо:
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Для другої умовної ймовірності знаходимо:
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Із отриманих результатів випливає, що ймовірність першої гіпотези (комп’ютер закордонної зборки) знизилася порівняно різко – на величину 0,3, а другої гіпотези (комп’ютер місцевої зборки) збільшилася на цю ж величину і стала близькою до одиниці. Тобто фактично обстановка прояснилася і з дуже великою ймовірністю P = 0,9 можна стверджувати, що куплений комп’ютер має місцеву зборку.

Розглянутий приклад демонструє можливість одержання інформації (можливість зниження невизначеності ситуації) за непрямими ознаками обстановки, що спостерігаються.
3.1.5. Повторення випробувань. Формула Бернуллі
Припустимо, що для перевірки міцності посуди, що не розбивається, відібрали n = 100 чашок і кожну з них по черзі кидають на кахельну підлогу. Кожна чашка може розбитися з однаковою ймовірністю p або 
не розбитися з протилежною ймовірністю q = 1 – p. Випробувачів цікавить ймовірність того, що з n = 100 чашок буде розбито рівно k  штук.

Для відповіді на це питання розглянемо ситуацію проведення рівно n незалежних випробувань, у кожному з яких може з’явитися подія A з однаковою ймовірністю p або не з’явитися з протилежною ймовірністю q = 1– p. Потрібно знайти ймовірність такої складної події (назвемо її подією B), яка полягає в появі (“простої”) події A рівно k разів (0 ( k ( n) в одній серії з n випробувань. 

Варіантів виникнення події B може бути декілька, але будь-який 
із них пов’язаний із появою події A рівно k разів у n випробуваннях і з одночасною непоявою цієї події в (n – k) випробуваннях, що залишилися. Припустимо, що нас цікавить варіант серії з n випробувань, коли подія A з’явиться в першій спробі і в другій і... і в k-й спробі (ймовірність такої події дорівнює p k ) і одночасно не з’явиться в (k + 1)-й і в (k + 2)-й і... і в 
n-й спробі (ймовірність такої події дорівнює q (n – k ) ). Застосовуючи теорему про добуток подій, знаходимо, що ймовірність такої складної події до-рівнюватиме добутку ймовірностей усіх перерахованих незалежних подій: 

P ( k /n) = p k ∙ q (n – k ).

Проте розглянутий варіант (подія B) появи події A рівно k разів у n випробуваннях не є єдиним. Подія A може почати з’являтися не з першої, 
а з другої спроби, або через одну спробу, або в будь-якій іншій послідовності. 

Виникненню події B відповідає будь-який із названих варіантів появи події A рівно k разів у n випробуваннях (або перший, або другий, або будь-який інший), що відповідає сумі відзначених подій-варіантів. Кількість таких варіантів дорівнює числу сполучень (Сnk ) із n по k. 

Ймовірність кожного з варіантів однакова і дорівнює P(k/n), тому шукана ймовірність Pn ( k ) події B, яка полягає в k-кратній появі події A 
і в (n – k )-кратній непояві події A у серії з n випробувань, набуде вигляду:

Pn ( k ) = Сnk ∙ P (k / n) = Сnk ∙ p k ∙ q (n – k ),

або остаточно знаходимо:

Pn ( k ) = Сnk ∙ p k ∙ q (n – k ).


 (3.5 )

Формулою Бернуллі називається формула (3.5). Ця формула є зручною для практичних розрахунків при порівняно невеличкій кількості спроб (1 ( n ( 12). 

Приклад. Черговий посту ДАІ протягом часу зупиняє і перевіряє документи і зовнішні ознаки справності автомобіля в середньому в п’ятьох водіїв. Із досвіду відомо, що кількість знайдених при таких перевірках порушень складає 50%. Потрібно знайти ймовірність того, що протягом наступного часу буде виявлене:

а) три порушення (подія A);

б) не більш трьох порушень (подія B).

Розв’язання. Уважаючи ймовірність виявлення порушення рівною p = 1/2, і невиявлення порушення q = 1 – p = 1/2, знайдемо ймовірність того, що протягом часу зі складу п’ятьох перевірених водіїв рівно в трьох водіїв будуть виявлені порушення:
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Для відповіді на друге питання (Р(B ) = P5(0) + P5(1) + P5(2) + P5(3)) знайдемо ймовірності того, що кількість виявлених порушень дорівнює 0, 1 і 2:
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Тоді шукана ймовірність дорівнюватиме: 

P(B ) = P5 (0) + P5 (1) + P5 (2) + P5 (3) = 26/32 = 13/16.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке сума і добуток двох подій? 

2. Як знайти ймовірність суми і добутку двох і більш подій з ураху-ванням їх сумісності або/і несумісності? 

3. Що таке умовна ймовірність події?

4. Запишіть формулу Байєса і поясніть використані позначення. Як можна використувати цю формулу для прояснення економічної або іншої ситуації за непрямими ознаками?

5. Для яких умов використовується формула Бернуллі? Запишіть 
її вираз і поясніть використані позначення.

3.2. Випадкові величини та їх характеристики
3.2.1. Дискретна випадкова величина
Випадковою величиною називається така величина, яка в результаті спроби може прийняти те або інше заздалегідь невідоме значення.

Приклад випадкової величини: 

· число пасажирів в автобусі міського маршруту; 

· поточне значення напруги в побутовій електричній мережі.

Розрізняють дискретні і безперервні випадкові величини.

Дискретною (перерваною) випадковою величиною називається така величина, різні значення якої можна заздалегідь перерахувати. Кількість значень дискретної випадкової величини може бути кінцевою, наприклад, число пасажирів у вагоні метро, або зчисленою, наприклад, кількість крапель дощу, що впали на дах дому за останні 50 років. 

Позначимо: 

1) дискретну випадкову величину – символом ξ ; 

2) повний перелік її значень – символами хi (i = 1, 2,... , n);

3) ймовірність того, що в результаті спроби випадкова величина ξ набуде одне зі своїх значень (ξ = xi ) – символом  pi = P (ξ = xi). 

Події ξ = xi (i = 1,2, ..., n) складають повну групу подій, тому доданок ймовірностей цих подій дорівнює одиниці:
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(3.6 )

Рівність (3.6) називають умовою нормування ймовірностей подій повної групи.

Ця сумарна величина (3.6), що дорівнює одиниці, якось розподіляєть-ся між ймовірностями окремих значень (хi) випадкової величини ξ .

[image: image146.bmp]Законом розподілу випадкової величини ξ називається будь-яке співвідношення, що встановлює зв’язок між можливими значеннями (хi) випадкової величини ξ і відповідними їм ймовірностями pi = P (ξ = хi). Такий закон (див. табл. 3.1, 3.2, рис. 3.2) задає повний ймовірністний опис випадкової величини ξ.

Таблиця 3.1





 ξ
 x1
 x2
 (
 xn





 pi
 p1
 p2
 (
 pn















 Таблиця 3.2

ξ
–3
–2
–1
0
1
2
3
4

pi
0,2
0,05
0,1
0,2
0,2
0,1
0,05
0,1

Рядом розподілу дискретної випадкової величини ξ називається табличне завдання її закону розподілу (див. табл. 3.1).

Багатокутником розподілу називається графічне зображення (див. рис. 3.2) ряду розподілу випадкової величини ξ у прямокутній системі координат (хi, pi). 

3.2.2. Дії над випадковими величинами
Розглянемо найпростіші перетворення випадкових величин і відпо-відні зміни ймовірностей результатів таких перетворень.

Піднесення випадкової величини ξ до степеня n. Результатом піднесення випадкової величини ξ до n-го степеня є випадкова величина ν = ξn , усі значення якої дорівнюють n-му степеню початкової випадкової величини ξ, а ймовірності відповідних значень величини ν зберігаються такими, як і для значень початкової випадкової величини ξ .

Сумою дискретних випадкових величин ξ  (яка має значення хi) і випадкової величини γ (яка має значення yj) називається випадкова величина ν = ξ + γ, яка приймає значення всіх можливих сум (xi + yj) із ймовірнос-тями, які дорівнюють: 
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У випадку різниці двох випадкових величин використовується правило підсумовування з урахуванням невід’ємного знака другої випадкової величини: :  ν = ξ + (– γ).
Множення випадкової величини ξ  (яка має значення хi) і випадкової величини γ (яка має значення yi) призводить до виникнення випадкової величини ν = ξ ( γ, яка приймає значення всіх можливих добутків (xi ( yj) 
із ймовірностями, які дорівнюють: 
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Примітка. При множенні випадкової величини ξ (яка має значення хi) на константу С, закон розподілу випадкової величини не змінюється, змінюється лише кожне її значення, що стає рівним С ( хi.
Приклад. Задано закони розподілу двох незалежних випадкових величин: ξ (яка має значення хi, див. табл. 3.3) і  γ   (яка має значення yj, див. табл. 3.4):
Таблиця 3.3



Таблиця 3.4

хi
–1
1
2



yj
0
1

pi
0,4
0,3
0,3



pi
0,4
0,6

Потрібно знайти закони розподілу випадкових величин:

v1 = ξ + γ;           v2 = ξ ∙ γ;          v3 = ξ2.

Розв’язання.

1. Для випадкової величини v1 = ξ + γ знаходимо закон розподілу:
v1
–1 + 0
–1 + 1
1 + 0
1 + 1
2 + 0
2 + 1

v1
–1
0
1
2
2
3

pi j
0,4 ∙ 0,4
0,4 ∙ 0,6
0,3 ∙ 0,4
0,3 ∙ 0,6
0,3 ∙ 0,4
0,3 ∙ 0,6

pi j
0,16
0,24
0,12
0,18
0,12
0,18

Після обчислення значень і об’єднання ймовірностей однакових значень v1 одержимо шуканий закон розподілу, який наведемо далі в табличній формі.
v1
–1
0
1
2
3

pi j
0,16
0,24
0,12
0,30
0,18

Перевіримо правильність створеного закону розподілу шляхом контролю виконання умови нормування ймовірностей:

[image: image27.wmf]1

18

,

0

30

,

0

12

,

0

24

,

0

16

,

0

5

1

=

+

+

+

+

=

å

=

i

i

p

.

2. Для випадкової величини v2 = ξ ∙ γ знаходимо закон розподілу:
v2
–1 ∙ 0
–1 ∙ 1
1 ∙ 0
1 ∙ 1
2 ∙ 0
2 ∙ 1

v2
0
–1
0
1
0
2

pi j
0,4 ∙ 0,4
0,4 ∙ 0,6
0,3 ∙ 0,4
0,3 ∙ 0,6
0,3 ∙ 0,4
0,3 ∙ 0,6

pi j
0,16
0,24
0,12
0,18
0,12
0,18

Після обчислення значень і об’єднання ймовірностей однакових значень v2 одержимо шуканий закон розподілу:
v2
–1
0
1
2

pi j
0,24
0,40
0,18
0,18

Перевіримо правильність створеного закону розподілу шляхом контролю виконання умови нормування ймовірностей:
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3. Для випадкової величини v3 = ξ2  знаходимо закон розподілу:

v3
–12
12
22

v3
1
1
4

pi
0,4
0,3
0,3

Перше і друге значення однакові і відповідають несумісним подіям, що дозволяє сумувати їх ймовірності. У результаті одержимо таблицю закону розподілу випадкової величини v3:

v3
1
4

pi
0,70
0,30

Перевіримо правильність створеного закону розподілу шляхом контролю виконання умови нормування ймовірностей:
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3.2.3. Функції розподілу безперевної і дискретної випадкових величин
Безперервною випадковою величиною η називається така величина, значення якої безперервно заповнюють деякий проміжок значень. Наприклад – тривалість людського життя, напруга в побутовій електричній мережі, розмір отриманого чистого прибутку й таке інше.

Безперервна випадкова величина має незліченну множину можливих значень, що не дозволяє побудувати для неї ряд розподілу, такий, 
як у табл. 3.2. У цьому випадку розглядають не ймовірність події виникнення точного значення безперервної випадкової величини, тому що ця ймовірність дорівнює нулю [Р(η = x) = 0], а ймовірність того, що випадкова величина η в результаті спроби набуде такого значення, яке не перевершує заздалегідь заданого (граничного) значення x (див. рис. 3.3). Тобто, розглядається ймовірність події P(η < x) = F(x), яка полягає в тому, що випадкова величина потрапить на інтервал значень – ( < η < x.

Ця ймовірність залежить від величини х, має позначення F(x), існує для всіх безперервних і дискретних випадкових величин і має свою назву – функція розподілу випадкової величини. Збільшення детермінованого порога x (переміщення точки x праворуч по осі абсцис див. на рис. 3.3) призводить до “збільшення” розмірів інтервалу (– (; x], у який “дозволя-ється” потрапити значенню випадкової величини η за результатами спроби. Тому для більшості випадкових величин (η) ймовірність P(η < x) влучення на інтервал (– (; x] також збільшується при збільшенні значення x – правої границі інтервалу.

Функцією розподілу випадкової величини (синоніми – інтегральна функція розподілу, інтегральний закон розподілу) називається ймовірність того, що значення випадкової величини η у результаті спроби потрапить на інтервал значень – ( < η < x:

F(x) = P(η < x).
(3.7 )

Загальні властивості функції розподілу: 

1) значення функції розподілу лежать у границях 0 ( F(x) ( 1;

2) функція розподілу F(x) є не спадна функція свого аргументу, тобто при x2 > x1  завжди F(x2) ( F(x1);

3) на мінус нескінченності функція розподілу дорівнює нулю:

F(– ( ) = 0;

4) на плюс нескінченності функція розподілу дорівнює одиниці: 

F(+ () = 1;

5) ймовірність P(a ( η ( b) улучення значення випадкової величини η на інтервал своїх можливих значень a ( η ( b дорівнює збільшенню функції розподілу на цьому інтервалі:

P (a < η < b) = F(b) – F(a).

Висновок 1. Ймовірність того, що безперервна випадкова величина набуде будь-якого конкретного значення а, дорівнює нулю [Р(η = а) = 0], тому що: 

Р(η = а) = P (a < η < а) = F(а) – F(a) = 0.

Висновок 2. У зв’язку з тим, що ймовірність будь-якого точного значення безперервної випадкової величини дорівнює нулю, тому ймовір-ність влучення випадкової величини на деякий інтервал не залежить від того, входять границі інтервалу до складу інтервалу або не входять: 

P (a ( η ( b) = P (a < η ( b) = P (a ( η < b) = P (a < η < b).

Функція розподілу дискретної (перерваної) випадкової величини ξ є розривною східчастою (див. рис. 3.4, Б), безперервною зліва функцією F(x), що і визначає для кожного конкретного значення х ймовірність того, що випадкова величина ξ набуде значення менше за х, тобто:
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де підсумовування виконується за всіма значеннями індексу i, для яких значення випадкової величини xi менше порога x:     xi < x. 

[image: image147.bmp]
Приклад. Монета підкидається два рази. Випадкова величина ξ – кіль-кість гербів, що випали. Потрібно:

1) скласти закон розподілу випадкової величини ξ і багатокутник розподілу;

2) знайти функцію розподілу і побудувати її графік;

3) обчислити ймовірність того, що випадкова величина ξ виявиться на інтервалі [0,5; 3].

Розв’язання.

1. Дискретна випадкова величина ξ – кількість гербів, що випали, мо-же приймати три значення: х1 = 0 – випало рівно нуль гербів, х2 = 1 – випав один герб, х3 = 2 – герб випав два рази. Ймовірності цих значень обчислимо за формулою Бернуллі: 

Pn(k ) = Сnk ∙ p k ∙ q (n–k).

У даному випадку число спроб  n = 2;  p = 0,5;  q = 1 – p = 0,5. Тоді:

P(х = 0) = P2(0) = С20 ∙ p0 ∙ q(2–0) = 0,52 = 0,25; 

P(х = 1) = P2(1) = С21 ∙ p1 ∙ q(2–1) = 2 ∙ 0,5 ∙ 0,5 = 0,5; 

P(х = 2) = P2(2) = С22 ∙ p2 ∙ q(2–2) = 1 ∙ 0,52 ∙ 0,50 = 0,25.

Запишемо закон розподілу випадкової величини (див. табл. 3.5):

Таблиця 3.5

хi
0
1
2

pi
0,25
0,5
0,25

Контроль обчислень виконаємо шляхом перевірки виконання умови нормування ймовірностей (див. формулу (3.6)): 
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0,25 + 0,5 + 0,25 = 1.

Багатокутник розподілу (див. рис. 3.4, А) будуємо за даними табл. 3.5.

2. Знайдемо функцію розподілу випадкової величини ξ :
F(x = 0) = Р(ξ < 0) = 0;

F(x = 1) = Р(ξ < 1) = P (х = 0) = 0,25;

F(x = 2) = Р(ξ < 2) = P (х = 0) + P (х = 1) = 0,75;

F(x > 2) = Р(ξ < 2 + 0) = P (х = 0) + P (х = 1) + P (х = 2) = 1.

Будуємо графік функції розподілу F(x) (див. рис. 3.4, Б).

[image: image148.bmp]
3. Ймовірність того, що випадкова величина виявиться на інтервалі [0,5; 3), обчисляємо за формулою:      Р (а ( ξ < b) = F(b) – F(a).

У даному випадку а = 0,5;  b = 3, тоді одержуємо:

P (0,5 ( ξ < 3) = F(3) – F(0,5) = 1– 0,25 = 0,75.

3.2.4. Щільність розподілу безперервної 
випадкової величини
Якщо випадкова величина η – безперервна, то для неї існує ще одна характеристика – щільність розподілу (див. рис. 3.5, Б). 

Щільністю розподілу f (x) (синоніми – щільність розподілу ймовір-ностей, щільність ймовірностей, диференціальна функція розподілу, диференціальний закон розподілу) називається перша похідна від функції розподілу F(x):

f (x) = F ((x).




(3.8 )

Щільність розподілу в явному вигляді можна подати так:
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Інтегруючи ліву і праву частини останньої рівності, знаходимо: 
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(3.9 )

Тоді ймовірність влучення безперервної випадкової величини на задану ділянку (див. рис. 3.5, Б) можна записати так: 
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Ця ймовірність є своєрідним “еквівалентом” ймовірності конкретного значення дискретної випадкової величини (див. рис. 3.2 та рис. 3.5, Б).


Властивості  щільності розподілу випливають із рівності (3.8) і (3.9):

1. Функція F(x) – є не спадна функція свого аргументу, тому щільність розподілу f (x) є  не негативною функцією свого аргументу, тобто вся крива лінія розподілу лежить не нижче осі абсцис:

f (x) ( 0.

2. Максимальне значення F(x) = 1, тому інтеграл у нескінчених границях від щільності розподілу f (x) дорівнює площі, яка обмежена кривою лінією  розподілу і віссю абсцис, і дорівнює одиниці:
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Відзначимо, що даний інтеграл є еквівалентом умови нормування ймовірностей, згаданого раніше для ймовірностей подій повної групи (3.6).

Приклад. Безперервна випадкова величина задана функцією розподілу:
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Знайти: 1) параметр а; 2) щільність розподілу ймовірностей f  (x); 
3) ймовірність влучення випадкової величини на інтервал [1,5; 2,5]. 

Розв’язання. 

1. Функція розподілу безперервної випадкової величини повинна бути безперервною. Вибираємо параметр а так, щоб у точках х = 1 і х = 2 функція F(x) була безперервною (в усіх інших точках числової осі функція F(x) безперервна). 

Функція F(x) безперервна в точці х0, якщо односторонні границі функції дорівнюють її значенню в цій точці:
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Розглянемо точку х = 1. Умова безперервності функції в цій точці має вигляд: а(1 – 1)2 = 0 і виконується при всіх значеннях параметра а. 

Розглянемо точку х = 2. Умова безперервності функції в цій точці виглядає як а(2 – 1)2 = 1, звідки знаходимо значення параметра а = 1.

Отже, функція розподілу буде мати вигляд:
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2. Щільність розподілу f (x) дорівнює першій похідній від функції роз-поділу, тобто:
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Відзначимо, що в точці х = 2 похідна не існує. 

3. Ймовірність влучення випадкової величини на інтервал [1,5; 2,5] знаходимо, використовуючи властивість функції розподілу: 

P(a < η < b) = F(b) –F(a) .

У даному випадку a = 1,5; b = 2,5. Тоді:
P(1,5 < η < 2,5) = F(2,5) – F(1,5) = 1 – (1,5–1)2 = 1 – 0,25 = 0,75.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Яка величина називається випадковою і коли варто уважати таку величину дискретною, а коли – безперервною?

2. Що таке закон розподілу випадкової величини, що він описує? Що характеризують і як записуються ряд і багатокутник розподілу дискретної випадкової величини?

3. Що таке функція розподілу випадкової величини, як її можна представити для дискретної випадкової величини і для безперервної? Якими властивостями володіє функція розподілу випадкової величини? Як можна знайти ймовірність влучення випадкової величини на інтервал своїх значень?
4. Які дії можна виконувати над випадковими величинами і як при цьому можна знайти ймовірності їх значень? Як знайти ймовірність значень випадкових величин при піднесенні їх до степеня, при підсумову-ванні і при множенні?

3.2.5. Математичне сподівання випадкової величини
При розв’занні багатьох задач теорії ймовірностей немає необхідності знаходити закон розподілу випадкової величини повністю, часто виявляється достатнім визначити тільки деякі параметри цього закону, які називаються числовими характеристиками.

Найбільш важливими з них є математичне сподівання, яке характеризує середнє значення випадкової величини, і дисперсія, яка характеризує розмір можливого відхилення (розкиду) значень випадкової величини від свого математичного сподівання. Зупинимося на цих характеристиках.

Припустимо, що дискретна випадкова величина ξ у результаті N спроб приймала кожне зі своїх можливих значень xi рівно mi разів 
і знайдемо оцінку середнього значення M*[ξ] цієї випадкової величини. Для такої оцінки достатньо скласти усі отримані значення xi і розділити результат на загальну кількість (N) таких значень:
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Врахуємо, що 
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 є частотою (статистич-ною ймовірністю) події ξ = xi, тоді знаходимо:


[image: image43.wmf]å

å

=

=

×

=

=

n

i

i

i

n

i

i

i

p

x

N

m

x

M

1

*

1

*

.

]

[

x


Дана формула є оцінкою середнього значення або “середньозваже-ного” значення випадкової величини ξ . Якщо число спроб (N ) спрямувати до нескінченності і знайти ймовірності pi кожного значення ξ = xi, 
то можна визначити математичне сподівання випадкової величини ξ.
Математичним сподіванням (позначається M [ξ] = Mξ = mξ) дискретної випадкової величини ξ називається сума добутків усіх можливих значень випадкової величини ξ на ймовірності цих значень:


[image: image44.wmf]å

=

×

=

x

n

i

i

i

p

x

M

1

]

[

.
(3.10)

Математичне сподівання M[η] безперервної випадкової величини η, заданої на інтервалі (– (, (), позначають M[η] = M(η) = Mη = mη і знаходять за формулою: 
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        (3.11)

Формула (3.11) аналогічна формулі (3.10) математичного сподівання для дискретної випадкової величини, але за умови, що для конкретного значення випадкової величини х ймовірність цього значення (px) знаходиться як границя площі (dS = f (x) dx) під елементом кривої лінії f (x), а значення випадкової величини безперервно заповнюють інтервал (– (, (), що викликає необхідність операції інтегрування замість операції підсумо-вування, що використовувалася раніше для випадкової величини. 

Якщо усі значення безперервної випадкової величини η належать інтервалу (a, b), то у формулі (3.11) варто зазначити саме цей інтервал:
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Приклад. Знайти математичне сподівання випадкової величини ξ, закон розподілу якої заданий у табл. 3.6.

Таблиця 3.6

xi
–2
–1
0
1
2

pi
0,3
0,2
0,1
0,3
0,1

Розв’язання. За формулою (3.10) знаходимо:
mξ = – 2 ∙ 0,3 +  (– 1 ∙ 0,2) + 0 ∙ 0,1 + 1 ∙ 0,3 + 2 ∙ 0,1 =

= – 0,6 – 0,2 + 0 + 0,3 + 0,2 = – 0,3.

3.2.6. Властивості математичного сподівання 
випадкової величини
Розглянемо властивості математичного сподівання на прикладі дискретної випадкової величини ξ .

 Математичне сподівання невипадкової величини С дорівнює самій цій величині. Уважаючи ймовірність цього значення (Рс = 1) рівною одиниці, тому знаходимо:

М [C] = C ( Рс = C ( 1= C.

1.  Математичне сподівання від добутку невипадкової величини С на випадкову ξ дорівнює добутку невипадкової величини на математичне сподівання випадкової величини, тобто постійний множник С можна виносити за знак математичного сподівання:
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2.  Математичне сподівання суми випадкових величин ξ і γ дорівнює сумі їх математичних сподівань:
M [ξ + γ] = M [ξ] + M [γ] .

Для демонстрації цієї властивості відзначимо, що випадкова величина 
ξ приймає значення xi із ймовірністю pi (i = 1, 2,…, n), випадкова величина γ приймає значення yj із ймовірністю pj ( j = 1, 2,…, n), пара значень (xi, yj) з’являється з ймовірністю pi pj (i, j = 1, 2,…, n), і відзначені ймовірності задовольняють умовам:
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Тоді за визначенням математичного сподівання одержимо:
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У підсумку знаходимо вираз для математичного сподівання суми випадкових величин: ξ, яка приймає значення xi із ймовірністю pi, і випадкової величини γ, яка приймає значення yj із ймовірністю pj:
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Властивість узагальнюється для варіанта суми n випадкових величин ξ i:
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3.  Математичне сподівання добутку двох незалежних випадкових величин ξ і γ дорівнює добутку їх математичних сподівань: 
M[ξ ∙ γ] = M[ξ] ( M[γ].

Для залежних величин ξ і γ дана рівність має вигляд:

M[ξ ∙ γ] = M[ξ ] ( M[γ] + Kξ γ.
Доведення правдивості цієї властивості виконаємо при розгляді поняття “моменти” розподілу випадкових величин.

3.2.7. Дисперсія випадкової величини
Для оцінки розкиду значень випадкової величини відносно свого математичного сподівання використовують поняття “дисперсія”.

Дисперсією випадкової величини η (позначають D[η] = Dη) називається математичне сподівання квадрата відхилення випадкової величини від свого математичного сподівання:

D [η] = M [(η – mη )2] = Dη .
(3.12)

Вираз (3.12) для дискретної випадкової величини ( і для безперервної випадкової величини η на інтервалі (– (, () приймає вигляд відповідно:
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Проте для розрахунків більш зручне інше зображення дисперсії:

Dη = M [η 2] – mη2,

 яке можна одержати, розкривши дужки у виразі (3.12):

D [η ]  = M [(η – mη )2] = M [(η2 – 2η mη + mη2)] = M [η2] – 2 M [η] mη + mη2 =

= M [η2] – 2 mη mη + mη2 = M [η2] – 2 mη2 + mη2 = M [η 2] – mη2.

Дисперсія має розмірність квадрата розмірності випадкової величини, що утрудняє її безпосереднє використання для оцінок. Тому для наочної оцінки величини розкиду значень випадкової величини з дисперсії добувають квадратний корінь. Отримана характеристика називається середнім квадратичним відхиленням випадкової величини η (синоніми – CKВ, стандартне відхилення, “стандарт” Sx ; позначають σ [η] = σ η = Sx ):
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Далі буде потрібний результат такого прикладу.

Приклад. Знайти математичне сподівання (mξ ) і дисперсію (Dξ) дис-кретної випадкової величини ξ – числа появ події A (виявлення порушення при перевірці водія інспектором ДАІ) в одній спробі, якщо ймовірність появи події дорівнює p (ймовірність непояви q = 1– p).

Розв’язання. Закон розподілу ймовірностей числа появ події A в одній спробі задається в табл. 3.7.

Таблица 3.7



Тоді математичне сподівання випадкової величини ξ знайдеться:: 

mξ = 0 ∙ q + 1∙ p = p.

xi
0
1





pi
q
p





Дисперсію Dξ випадкової величини ξ в одній спробі знаходимо: 

D [ξ ] = M [(ξ – mξ )2] = Dξ .

Одержимо два доданки відповідно до можливих значень випадкової величини:

Dξ = (0 – p)2 q + (1 – p)2 p = p2 q + q2 p = p q ( p + q) = p∙q.

Отже, математичне сподівання числа появ події A в одній спробі дорівнює ймовірності p появи цієї події, а дисперсія дорівнює добутку ймовірності появи цієї події (p) на ймовірність її непояви (q). 

Максимального значення (Dξ = 0,25) дисперсія досягає в умовах максимальної невизначеності наслідків випробувань, тобто при p = q = 0,5. 

Отже, значення дисперсії може бути характеристикою ступеня невизначеності очікуваних результатів спроби.

3.2.8. Властивості дисперсії випадкової величини
Розглянемо властивості дисперсії на прикладі дискретної випадкової величини ξ .

1. Дисперсія невипадкової величини С дорівнює нулю. Використовуючи уже відому рівність математичного сподівання невипадкової величини М [C] = mc = C, одержимо:

D [C] = M [(C – mc)2] = M [(C – C)2] = M [(0)2] = 0 .

2. Дисперсія від добутку невипадкової величини С на випадкову величину ξ дорівнює добутку квадрата невипадкової величини (С 2 ) на дисперсію випадкової величини ξ . Іншими словами, постійний множник С можна виносити за знак дисперсії, якщо піднести цей множник 
у квадрат:

D [C ∙ ξ] = C 2 ∙ D [ξ] .

Продемонструємо справедливість цього твердження:

D [C ∙ ξ] = M[(C ∙ ξ – M[C ∙ ξ])2] = M[(C ∙ ξ – C ∙ mξ)2] = M[C 2 ∙ (ξ – mξ)2] =

= C 2 ∙ M[(ξ – mξ)2] = C 2 ∙ D [ξ].

3. Дисперсія суми (різниці) двох незалежних випадкових величин ξ і γ дорівнює сумі їх дисперсій: 

D [ξ ± γ] = D [ξ] + D [γ].

Властивість узагальнюється на алгебраїчну суму будь-якого числа незалежних випадкових величин ξ i : 
[image: image55.wmf][
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Для демонстрації цієї властивості розглянемо випадкову величину η :

η = ξ ± γ
і відповідні центровані випадкові величини (див. п. 3.2.10), що позначимо 
із нуликом над символом випадкової величини: 
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Скориставшись визначенням дисперсії, знаходимо:
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У випадку незалежності випадкових величин ξ і γ, математичне сподівання їх добутку дорівнює добутку їх математичних сподівань (див. властивість 4 математичного сподівання). З урахуванням того, що математичне сподівання центрованої випадкової величини дорівнює нулю, одержимо сформульоване раніше твердження:
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Одночасно в більш загальному випадку знаходимо, що дисперсія суми двох залежних випадкових величин ξ і γ дорівнює сумі їх дисперсій плюс подвоєний кореляційний момент (див. п. 3.2.12):

D [ξ ( γ] = D [ξ] + D [γ] ( 2Kξ γ.

Розглянемо приклад, результати якого мають теоретичне значення 
і будуть використані в п. 3.2.9 і в п. 3.2.11.
Приклад. Знайти математичне сподівання, дисперсію і СКВ випадкової величини v – числа появ події A у n незалежних спробах, якщо ймовірність його появи в одній спробі дорівнює p (ймовірність непояви 
q = 1– p).

Розв’язання. Раніше було встановлено, що для випадкової величини 
ξ – числа появ події A в одній спробі – математичне сподівання і дисперсія дорівнюють: 

mξ = p, 

Dξ = p∙q.

У даному прикладі випадкова величина v дорівнює сумі n незалежних випадкових величин ξ i:
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Спроби незалежні, тому математичне сподівання суми n випадкових величин ξ i дорівнюватиме сумі їх математичних сподівань:
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Аналогічно визначаємо дисперсію випадкової величини v:
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Середнє квадратичне відхилення випадкової величини v знаходимо 
за формулою:
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Отже, математичне сподівання, дисперсія і середнє квадратичне відхилення випадкової величини v – числа появ події A у n незалежних спробах виявляються рівними 

mv = n p;
Dv = n p q; 
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де p – ймовірність появи події A в одній спробі; 

    q = (1– p) – ймовірність непояви події A в одній спробі.

Приклад. Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення випадкової величини, заданої законом розподілу (див. табл. 3.8): 

Таблиця 3.8

 xi
 –2
0
1

 pi
 0,2
 0,3
 0,5

Розв’язання. Математичне сподівання обчисляємо за формулою:


[image: image65.wmf]å

=

×

=

n

i

i

i

p

x

ξ

M

1

,

]

[

    M[ξ] = – 2 ∙ 0,2 + 0 ∙ 0,3 + 1 ∙ 0,5 = – 0,4 + 0,5 = 0,1.

Для обчислення дисперсії скористаємося властивістю: 

Dξ = M [ξ 2] – mξ 2.

Із цією метою попередньо знайдемо M [ξ 2]: 

M [ξ 2] = (– 2)2 ∙ 0,2 + (0)2 ∙ 0,3 + (1)2 ∙ 0,5 = 0,8 + 0,5 = 1,3.

Тоді дисперсія знайдеться:

Dξ = M [ξ 2] – mξ 2 = 1,3 – (0,1)2 = 1,29.

Середнє квадратичне відхилення обчисляємо за формулою:
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Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке математичне сподівання і дисперсія дискретної випадкової величини, яким може бути фізичний зміст цих понять, що вони характеризують?

2. Якими властивостями володіє математичне сподівання дискретних випадкових величин? 

3. Як знайти математичне сподівання суми, добутку випадкових величин і математичне сподівання невипадкової величини?

4. Якими властивостями володіє дисперсія і середнє квадратичне відхилення дискретних випадкових величин?

5. Як можна знайти дисперсію суми, добутку випадкових величин 
і дисперсію невипадкової величини? 

6. Як можна подати вираз дисперсії через математичне сподівання 
і через моменти випадкової величини?

3.2.9. Формула Пуассона
При збільшенні числа випробувань (n > 12) розрахунки ймовірностей 
за формулою Бернуллі робити важко у зв’язку з великими значеннями величини числа сполучень і дуже маленькими – ймовірностей, піднесених до степеня n. Водночас, можна строго показати (див. приклад на стор. 176), у випадку якщо ймовірність появи події A в одній спробі дорівнює p, 
то математичне сподівання (mv) випадкової величини v – числа появи події A у n незалежних спробах дорівнюватиме добутку числа спроб n 
на ймовірність  p появи події A у кожній спробі: 

mv = n ∙ p.

Тому коли в кожній спробі ймовірність появи події A мала ( p  ( 0,05), а середня кількість появ події A дорівнює n ∙ p = λ ( 10, то при виконанні розрахунків удаються до більш зручної асимптотичної формули. 
Для одержання такої формули підставимо у формулу Бернуллі (3.5) замість ймовірності p її вираз через λ, тобто p = λ / n, і виконаємо еквівалентні перетворення.
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Потім знайдемо границю ймовірності Pn(k) при необмеженому зростанні числа n випробувань (див. на стор. 97 приклад 5 ): 
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або остаточно, з урахуванням незалежності виразу від n, одержимо: 
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(3.13 )

Формулою Пуассона називається формула (3.13), яка при обчисленнях дає тим більше точну оцінку шуканої ймовірності появи події A рівно k разів, чим більш великим є число випробувань n. 

Формула Пуассона є основою великого класу так називаних марковських моделей, які описують динаміку роботи економічних, технічних 
і організаційних систем, що дозволяють прогнозувати ефективність таких систем і приймати економічно і технічно вигідні рішення.

3.2.10. Поняття центрованої і нормованої 
випадкової величини
Центрованою випадковою величиною Ů, яка відповідає початковій випадковій величині u, називається відхилення початкової випадкової величини u від її математичного сподівання mu:              Ů = u – mu.

Математичне сподівання центрованої випадкової величини дорів-нює нулю:
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Дисперсія центрованої випадкової величини збігається з дисперсією початкової випадкової величини u. Дійсно, за визначенням:

D[Ů ] = M [(Ů – mů) 2] = M [(Ů – 0) 2] = M [(Ů ) 2] = M [(u – mu ) 2] = D [u].

У теорії ймовірностей, у математичній статистиці і в прикладних областях таблиці значень законів розподілу будуються для нормованих випадкових величин. 

Нормованою випадковою величиною u(, що відповідає початковій випадковій величині u, називається відхилення початкової випадкової величини u від її математичного сподівання mu, поділене на середнє квадратичне відхилення σu початкової випадкової величини u:
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Приклад. Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення нормованої випадкової величини u(.

Розв’язання. Величина середнього квадратичного відхилення σ u випадкової величини u є невипадковою величиною, тому математичне споді-вання нормованої випадкової величини u(, відповідно до властивості 1 математичного сподівання, також дорівнюватиме нулю, як і математичне сподівання центрованої випадкової величини:

M [u(] = M [(1/σu) ∙Ů ] = (1/σu) ∙ M [Ů ] = (1/σu) ∙ 0 = 0.

Дисперсію нормованої випадкової величини u( знайдемо відповідно до визначення дисперсії:

D [u(] = D [Ů /σu] = M [(Ů /σu – mů/σu) 2] = M [(Ů /σu – 0) 2] = M [(Ů /σu) 2] =

= M [(1/σu)2 (Ů ) 2] = (1/σu)2 M [(Ů ) 2] = (1/σu)2 M [(u– mu) 2] =

            = (1/σu)2∙ D [u] = (1/σu)2 ∙ (σu)2 = 1.

Середнє квадратичне відхилення обчисляємо за формулою:
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Отже, для нормованої випадкової величини математичне сподівання дорівнює нулю, дисперсія і середнє квадратичне відхилення дорівнюють одиниці.

3.2.11. Локальна теорема Муавра – Лапласа.
 Поняття “рівень значущості”
Поняття нормованої випадкової величини використовується в локальній теоремі Муавра – Лапласа при оцінці ймовірності появи події A 
у серії з n спроб. Раніше (див. приклад на стор. 176) знайдено, що для випадкової величини v – числа появ події A у n незалежних спробах математичне сподівання, дисперсія і СКВ дорівнюють відповідно: 

mv = n p; 

 Dv = n p q;
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Припустимо, що нас цікавить ймовірність Pn(k ) того, що подія A з’явиться в n випробуваннях рівно k разів. Якщо тепер перейти від початкової величини k до нормованої випадкової величини х:
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то відзначена теорема може бути сформульована в такий спосіб.

Локальна теорема Муавра – Лапласа. Якщо подія A у кожному з n незалежних випробувань з’являється з однією і тією ж постійною, відмінною від 0 і 1 ймовірністю p, то ймовірність Pn(k) того, що подія A з’явиться в n випробуваннях рівно k разів, приблизно дорівнює:
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Дана формула дозволяє одержувати тим більш точні оцінки ймовір-ності, чим більше число спроб n.

Функція φ (х) є парною функцією, тобто φ (–х) = φ (х), і має вигляд, по-даний на рис. 3.6. Значення функції φ (х) приведені в додатку 8 для значень аргументу х > 0. 

При збільшенні значень аргументу х значення функції φ (х) зменшуються. Так при значенні х = 4 значення функції φ (х = 4) = 0,0001. Тому для 
х > 4 значення цієї функції, отже, і значення ймовірності Pn (k) малі і можуть уважатися рівними нулю. Такий висновок роблять у силу існуючого принципу “практичної неможливості малоймовірних подій”, які можна сформулювати в такий спосіб.

Якщо ймовірність P (A) появи події A в окремому випробуванні менше деякого достатньо малого (граничного) числа α , тобто P (A) < α , то подія A уважається практично неможливою.

Якщо ймовірність P(A) > (1– α), то подія A уважається практично вірогідною.

Отже, якщо ймовір-ність події A перевершує величину α, але менше за величину порога (1 – α) практично вірогідної по-дії, тобто 

α ( P(A) ( (1 – α), 

то подія A уважається випадковою.

Рівнем значущості називається число α, яке у статистиці беруть рівним:

0,05 – для випадків “практичної впевненості”:

0,01 – для так називаних “вірогідних” подій.

Приклад. Знайти ймовірність того, що зі 100 деталей, відібраних випадково в загальній партії деталей, 85 деталей виявляться вищого сорту, якщо ймовірність виготовлення деталі вищого сорту дорівнює 0,8. 

Розв’язання. За умовою задачі n = 100; k = 85; p = 0,8. Отже, 

q = 0,2    і    
[image: image78.wmf].
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За таблицею в додатку 8 визначаємо значення функції φ (х) для 
х = 1,25 і далі знаходимо шукану ймовірність відповідно до теореми Муавра – Лапласа:
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Приклад. Знайти математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення випадкової величини η, заданою щільністю розподілу ймовірностей: 
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Розв’язання. Усі можливі значення випадкової величини η належать інтервалу (0, 2], тому для обчислення математичного сподівання викорис-таємо формулу:
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Дисперсію будемо шукати за формулою:  

Dη = M[η 2] – mη2.

Для розрахунку дисперсії за цією формулою значення математичного сподівання вже отримане (mη = 4/3), тому далі знайдемо M[η2] – математичне сподівання квадрата випадкової величини η:
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Підставляючи отримані значення у формулу для дисперсії, знаходимо:

Dη = M [η 2] –  mη2 = 2  – (4 / 3)2 = 2 – (16 / 9) = 2 / 9.

Потім значення СКВ випадкової величини η одержимо за формулою:
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3.2.12. Моменти розподілу випадкових величин, кореляційний момент
Для розрахунку характеристик випадкових величин, для перевірки правильності вибору їх законів розподілу та в інших випадках використовуються так називані моменти розподілу.

Початковим моментом k-го порядку (vk) випадкової величини ξ називається математичне сподівання k-го ступеня цієї величини (M [ξ k] ). Розрахункові вирази для випадку дискретної або безперервної випадкової величини мають вигляд відповідно:
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Зокрема,     v0 = M [ξ0] = 1,   v1 = M [ξ1] = mξ,    v2 = M [ξ2].
Центральним моментом k-го порядку ( μk) випадкової величини ξ називається математичне сподівання k-го ступеня центрованої випадкової величини М [(ξ – mξ )k ], тобто відхилення випадкової величини від свого математичного сподівання. 

Розрахункові вирази центральних моментів для випадку дискретної 
і безперервної випадкової величини мають вигляд відповідно:
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Зокрема,    μ0 = M [ξ0] = 1,    μ1 = 0,    μ2 = М [(ξ – mξ )2] = D [ξ] = Dξ .
На практиці для обчислення центральних моментів використовують формули, що виражають центральні моменти через початкові моменти:

μ2 = Dξ = v2 – v12;      μ3 = v3 – 3v1v2 + 2v13.

Особливу роль, як характеристика статистичного взаємозв’язку двох випадкових величин γ і ξ (або говорять ще – двовимірної (γ, ξ ) випадкової величини), відіграє другий змішаний центральний момент, який дорівнює математичному сподіванню добутку двох центрованих випадкових величин – γ і ξ :

(1,1 = M [(γ – mγ) ( (ξ – mξ)],

який має спеціальне наступне позначення і назву.

Кореляційним моментом (correlation – взаємозв’язок, англ.; синонім – коваріація, позначення: cov(γ, ξ ), Sγξ) випадкових величин називається математичне сподівання добутку центрованих випадкових величин: 
Kγ ξ = M [(γ – mγ) ( (ξ – mξ)] = M [γ ( ξ] – mγ mξ .

(3.14)

Вираз (3.14) можна одержати, розкривши дужки співмножників під знаком математичного сподівання.

Із формули (3.14) можна одержати приведений раніше вираз математичного сподівання добутку двох випадкових величин: 

M [γ ( ξ] = mγ mξ + Kγ ξ.

Розрахунковий вираз для кореляційного моменту у випадку дискретних випадкових величин має вигляд:


[image: image87.wmf]å

å

å

å

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

×

-

×

-

=

-

×

-

=

i

i

j

ij

p

ξ

m

j

ξ

γ

m

i

γ

j

ij

p

ξ

m

j

ξ

γ

m

i

γ

γξ

K

)

(

)

(

)

(

)

(

. (3.15)

Для безперервних випадкових величин цей вираз виглядає інакше: 
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(3.16)

Із формули (3.14) випливає, що: 

1) Kγξ = Kξγ – кореляційний момент при перестановці випадкових величин місцями – не змінюється; 

2) Kγγ = Dγ – дисперсія випадкової величини γ є частковим випадком кореляційного моменту;

3) Kξξ = Dξ – дисперсія випадкової величини ξ є частковим випадком кореляційного моменту.

З’ясуємо зміст цієї характеристики. 

1. Для незалежних випадкових величин кореляційний момент дорівнює нулю. Дійсно, у цьому випадку у формулі (3.14) математичне сподівання добутку випадкових величин стає рівним добутку їх математичних сподівань:

K γ ξ = M [γ ( ξ] – mγ mξ = M [γ] ( M [ξ] – mγ mξ = mγ mξ – mγ mξ = 0.

Отже, якщо кореляційний момент двох випадкових величин γ і ξ відмінний від нуля, то це є ознакою наявності залежності між даними випадковими величинами. 

Некорельованими називаються такі випадкові величини γ і ξ, 
для яких кореляційний момент дорівнює  нулю (K γ ξ = 0).

Формули (3.15) і (3.16) кореляційного моменту (коваріації) мають розмірність випадкових величин γ і ξ і одночасно характеризують ступінь розсіювання і ступінь зв’язку цих випадкових величин.

Проте яким би тісним не був відзначений зв’язок, у випадку малого розсіювання однієї з величин, кореляційний момент буде малий. Тому для характеристики статистичного зв’язку випадкових величин γ і ξ у “чис-тому” вигляді переходять до безрозмірного коефіцієнту кореляції: 
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2. Коефіцієнт кореляції характеризує не будь-яку залежність, а тіль-ки лінійну ймовірнісну, при якій у випадку збільшення однієї випадкової величини інша має тенденцію зростати (або спадати) за лінійним законом. Якщо випадкові величини γ і ξ пов’язані точною лінійною залежністю:

γ = a( ξ + b,

то rγξ = ( 1, причому знак “плюс” відповідає додатній кореляції (а > 0), 
в інших випадках величина rγξ не виходить за границі  ( 1.

Кореляційний момент і коефіцієнт кореляції може дорівнювати нулю 
і при наявності зв’язку між випадковими величинами x і y. Наприклад, випадкові величини x і y, рівномірно розподілені в колі з центром на початку координат, взаємно залежні (y = x ∙ tg α), проте їх кореляційний момент строго дорівнюватиме нулю. 

Цей факт є наслідком того, що у випадкових величин x і y середні значення в цьому випадку не змінюються.

Приклад. Задано закон розподілу ймовірностей (див. табл. 3.9) двовимірної випадкової величини (γ, ξ) (системи з двох величин). 

Таблиця 3.9

γ
ξ
Р( γ)
γ ( Р( γ)
γ2
γ2 ( Р( γ)


2
3
5





1
0,1
0,2
0,15
0,45
0,45
1,00
0,45

3
0,05
0,14
0,11
0,30
0,90
9,00
2,70

4
0,12
0,08
0,05
0,25
1,00
16,00
4,00

Р(ξ )
0,27
0,42
0,31
M (γ)=
2,35
M (γ2)=
7,15

ξ ∙ Р(ξ )
0,54
1,26
1,55
3,35
= M(ξ )



ξ2
4
9
25





ξ2 ∙ Р(ξ )
1,08
3,78
7,75
12,61
= M(ξ2)



Необхідно знайти коефіцієнт кореляції між випадковими величинами γ і ξ .

Розв’язання. Знаходимо ймовірності значень випадкової величини γ :

Р(γ =1) = 0,10 + 0,15 + 0,20 = 0,45;

 Р(γ =3) = 0,05 + 0,14 + 0,11 = 0,30;

 Р(γ =4) = 0,12 + 0,08 + 0,05 = 0,25.

Контроль обчислень виконаємо шляхом перевірки умови нормування ймовірностей (3.6): Σ Р(γ i) = 1.

Знаходимо математичне сподівання випадкової величини М (γ) і М (γ 2):

М(γ) = mγ = 1 ∙ 0,45 + 3 ∙ 0,30 + 4 ∙ 0,25 = 2,35;

М(γ 2) = 1 ∙ 0,45 + 9 ∙ 0,30 + 16 ∙ 0,25 = 7,15.

Знаходимо дисперсію Dγ і СКВ σγ випадкової величини γ:
Dγ = M[γ 2] – mγ2 = 7,15 – (2,35)2 = 7,15 – 5,52 = 1,63; σγ = 1,28.

Потім знаходимо ймовірності значень випадкової величини ξ:

Р(ξ =2) = 0,10 + 0,05 + 0,12 = 0,27;

Р(ξ =3) = 0,20 + 0,14 + 0,08 = 0,42;

Р(ξ =5) = 0,15 + 0,11 + 0,05 = 0,31.

Контроль обчислень виконаємо шляхом перевірки умови нормування ймовірностей (3.6):
Σ Р(ξ i) = 1.

Знаходимо математичне сподівання випадкової величини М (ξ) і М (ξ2):

М(ξ) = mξ = 2 ∙ 0,27 + 3 ∙ 0,42 + 5 ∙ 0,3 = 3,35;

М(ξ2) = 4 ∙ 0,27 + 9 ∙ 0,42 + 25 ∙ 0,3 = 12,61.

Знаходимо дисперсію Dξ і СКВ σξ  випадкової величини ξ:

Dξ = M (ξ 2) – mξ 2 = 12,61 – (3,35)2 = 12,61–11,22 = 1,39; σξ = 1,18.

Знаходимо математичне сподівання М(γ ∙ ξ) добутку випадкових величин γ і ξ:
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 = 1 ∙ 2 ∙ 0,1 + 1 ∙ 3 ∙ 0,2 + 1 ∙ 5 ∙ 0,15 + 3 ∙ 2 ∙ 0,05 + 3 ∙ 3 ∙ 0,14 + 3 ∙ 5 ∙ 0,11 + 

 + 4 ∙ 2 ∙ 0,12 + 4 ∙ 3 ∙ 0,08 + 4 ∙ 5 ∙ 0,05 = 7,68.

Коваріацію (кореляційний момент) випадкових величин γ і ξ знайдемо за формулою:

Kγξ = μγξ = M [(γ – mγ) ( (ξ – mξ)] = M (γ ( ξ) – mγ mξ.

Після підстановки одержимо:
Kγξ = μγξ = 7,68 – 2,35 ∙ 3,35 = 7,68 – 7,8725 = – 0,1925.

Потім знайдемо шуканий коефіцієнт кореляції:
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 = – 0,1925/(1,28 ∙ 1,18) = – 0,1925/1,5104 = – 0,127.

Питання і завдання для самоперевірки

1. Для яких цілей і за яких умов можна використовувати закон розподілу і формулу Пуассона? Запишіть формулу Пуассона.

2. Що таке нормована випадкова величина? Якою може бути розмірність у центрованій випадковій величині? Чому дорівнює математичне сподівання і дисперсія центрованої випадкової величини?

3. Для яких цілей може використовуватися локальна теорема Муавра – Лапласа? 

4. Що таке рівень значущості, чому він може дорівнюватиме і для яких цілей використовується?

5. Чим відрізняється початковий момент випадкової величини від центрального моменту? 

6. Що характеризує кореляційний момент (коваріація) і чому може дорівнюватиме його розмірність? 

7. Якими властивостями володіє кореляційний момент? Що таке коефіцієнт кореляції, які властивості випадкових величин він відбиває? 

8. У яких границях може змінюватися коефіцієнт кореляції залежних випадкових величин? Коли випадкові величини називаються некорельованими?

3.3. Закони розподілу випадкових величин
3.3.1. Рівномірний закон розподілу випадкової величини
Якщо для випадкової величини η немає основ використовувати деякий закон розподілу, але відомо, що її значення x із ймовірністю, близькою до одиниці, знаходяться в конкретних границях, x(а, b), то для такої випадкової величини частіше за все використовують рівномірний закон розподілу. Із метою тренування розглянемо цей закон у формі прикладу для аналізу.

Приклад. На інтервалі (а, b) безперервна випадкова величина η має постійну щільність розподілу f (x) = C (рівномірний розподіл), а поза інтервалом f (x) = 0. 

Знайти:

1) значення параметра С;

2) аналітичний запис щільності рівномірного розподілу випадкової величини η ;

3) математичне сподівання, дисперсію і середнє квадратичне відхилення рівномірно розподіленої випадкової величини η ;

4) інтегральний закон розподілу F(x).

Розв’язання. Для відшукання параметра С скористаємося умовою (3.8) 
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. У цій умові врахуємо інтервал ненульових значень випадкової величини x ( (a, b) і потім підставимо значення щільності розподілу ймовірностей f (x) = C, одержимо:
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Знайдемо математичне сподівання випадкової величини η за формулою:
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Для визначення дисперсії знайдемо M [η 2] – математичне сподівання квадрата випадкової величини η:
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Звідки находимо:  
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Потім скористаємося формулою:  

Dη = M [η 2] – mη2
і отримаємо:
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Тоді середнє квадратичне відхилення випадкової величини η знайдеться: 
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Інтегральний закон розподілу для інтервалу (a, b) знайдемо за формулою (3.9):
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Отже, для рівномірного розподілу безперевної випадкової величини η на інтервалі (а, b) параметри закону розподілу мають такий вигляд:

[image: image102.wmf]2

]

[

b

a

η

M

+

=

; 

[image: image103.wmf](

)

12

2

a

b

D

η

-

=

;
 
[image: image104.wmf]3

2

]

[

a

b

η

-

=

s

;


[image: image105.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

<

<

-

£

=

.

при

0

,

при

1

,

при

0

)

(

b

x

b

x

a

a

b

a

x

x

f

       
[image: image106.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

<

<

-

-

£

=

.

при

1

,

при

,

при

0

)

(

b

x

b

x

a

a

b

a

x

a

x

x

F


Приклад. Записати вираз законів розподілу і знайти числові характеристики безперевної випадкової величини, рівномірно розподіленої на інтервалі (1; 7).
Розв’язання. У даному випадку a = 1; b = 7. Скориставшись отриманими виразами, знаходимо:
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3.3.2. Показовий закон розподілу
 випадкової величини
Даний закон розподілу має широке застосування при описі динаміки різних систем, у яких виконуються роботи з обслуговування заявок у реальному масштабі часу. Розглянемо особливості цього закону розподілу на прикладі одного з найбільш перспективних видів бізнесу – роботи сучасної телефонної станції, що призначена для обслуговування телефонних дзвоників, які надходять у випадкові моменти часу, у середньому I дзвоників в одиницю часу. 

Тоді математичне сподівання (λ) числа незалежних викликів (дзвоників) від абонентів, що надійшли за якийсь час х, дорівнюватиме добутку середнього числа дзвоників в одиницю часу (I ) на довжину (х) інтервалу часу: λ = I ∙ х, а ймовірність надходження рівно k викликів за час х при деяких допущеннях буде описуватися відомою формулою (3.13) Пуассона: 
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Знайдемо інтегральний закон розподілу безперервної випадкової величини  η – інтервалу (проміжку) часу між сусідніми дзвониками: 

F(х) = P(η < х).

Для того щоб за час х тривалість “мовчання” закінчилася, тобто випадкова величина η дійсно виявилася меншою порога х (η < х), за цей проміжок часу (х) на телефонну станцію повинно надійти не менше одного виклику.

Ймовірність надходження не менше одного виклику можна знайти через ймовірність протилежної події Рk = 0 , коли за час х на станцію надійде рівно нуль викликів. Підставляючи у формулу Пуассона Рk значення k = 0, знаходимо інтегральний закон розподілу випадкової величини η – інтер-валу часу між сусідніми дзвониками: 
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Тоді функція щільності розподілу ймовірностей випадкової величини η – інтервалу часу між сусідніми дзвониками – набуде вигляду:
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Дана формула називається показовим законом розподілу.

Отже, якщо безперервна випадкова величина η має показовий розподіл, то її щільність розподілу має вигляд:


[image: image115.wmf]ï

î

ï

í

ì

<

³

×

=

×

-

,

0

,

0

,

0

,

)

(

x

x

e

I

x

f

x

I

   

при

   

при


де I > 0 – інтенсивність надходження дзвоників (заявок на обслуговування).

Показовий розподіл має важливе значення при дослідженні багатьох бізнес-процесів, пов’язаних з обслуговуванням “клієнтів” у реальному масштабі часу, де “клієнтами” можуть бути не тільки абоненти телефонних станцій, але і покупці у супермаркетах, літаки в аеропортах, автомобілі на заправних станціях і т. ін. Тому зупинимося на основних характеристиках (mx, (x ) такої випадкової величини, наприклад довжини інтервалу часу x між дзвониками, більш докладно.

Для показового закону розподілу справедливо:
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Тобто середнє квадратичне відхилення безперервної випадкової величини η – інтервалу (проміжку) часу між надходженням сусідніх “клієнтів” збігається з її математичним сподіванням (σ = mx). 

Приклад. Випадкова величина η має показовий розподіл із математичним сподіванням  mx = 1/3, знайти:

1) щільність розподілу;

2) інтегральний закон розподілу;

3) дисперсію і середнє квадратичне відхилення випадкової величини;

4) для інтервалу (а, b) = (1/3, 2/3) визначити ймовірність влучення випадкової величини на цей інтервал. 

Розв’язання. За умовою задачі mx = 1/ 3 = 1/ I, отже, I = 3, що дозволяє записати функцію розподілу: 
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щільність розподілу і дисперсію випадкової величини η: 
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Ймовірність влучення значень (x) випадкової величини (η) на інтервал (а, b) знайдемо з урахуванням відомих властивостей інтегрального закону, одержимо:
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У даному випадку (а, b) = (1/ 3; 2 / 3 ),  I = 3, тому:
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3.3.3. Нормальний закон розподілу 
випадкової величини
Даний закон розподілу виникає тоді, коли значення випадкової величини є результатом додавання декількох (звичайно більше 10) приблизно однакових за своїм впливом незалежних випадкових величин. Саме цей закон розподілу лежить в основі всіх результатів такого розділу теорії ймовірностей, як математична статистика (див п. 4). Зупинимося на особливостях цього закону. 

Розглянемо безперервну випадкову величину η, яка приймає безліч значень η = y, має математичне сподівання m і середнє квадратичне відхилення σ .

Така безперервна випадкова величина η має нормальний закон розподілу, якщо її щільність розподілу має вигляд:
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Крива розподілу нормального закону має симетричний горбоподібний вигляд із максимальною ординатою, яка дорівнює 
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 в точці y = m, 
яка (точка) є математичним сподіванням випадкової величини η .

У багатьох задачах, що використовують нормальний розподіл, виникає необхідність визначити ймовірність влучення випадкової величини η, підпорядкованої нормальному закону з параметрами m, ( на задану ділянку значень випадкової величини від a до b: 

P (a ( y ( b) = F(b) – F(a),

де F (y) – функція розподілу випадкової величини η . 

Знайдемо цю функцію F (y), використовуючи щільність розподілу f (y): 
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Якщо в цьому виразі перейти до нормованої випадкової величини x, для якої  mx = 0, (x = 1  (див. п. 3.2.10), зробивши заміну змінної:
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тоді, використовуючи прийняті в літературі позначення, одержимо:
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Використовуючи функцію φ (x), яку вже зустрічали при розгляданні локальної теореми Муавра – Лапласа (див. п. 3.2.11), цей інтеграл можна навести у вигляді:
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Відзначимо, що функція φ (x) є парною, тобто симетричною щодо точки x = 0 (див. рис. 3.7). Значить площі під лівою і правою частиною цієї функції однакові. Отже, якщо врахувати “умову нормування” (див п. 3.2.4), то можна виявити, що доданки в такому записі однакові і дорівнюють 0,5:
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Одночасно відзначимо, що сам інтеграл:
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не виражається через елементарні функції, але його можна знайти, використовуючи так називаний інтеграл ймовірностей Ф (х):
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 (3.17)


[image: image132.wmf]0

 

при

,

5

,

0

)

(

>

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

-

+

=

m

x

m

x

Ф

x

F

,

для якого складені таблиці значень (див. додаток 9). 

Тоді ймовірність влучення значень (х) випадкової величини η, підпорядкованої нормальному закону з параметрами m, ( на інтервал значень х[a, b] знайдемо, підставляючи значення границь інтервалу у формулу нормування замість величини х, одержимо:

P(a < х < b) = F(b ) – F(a) =
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Або остаточно знаходимо:
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(3.18)

Підінтегральна функція φ (x) є парною, тому (див. приклад у п. 2.2.1) сам інтеграл ймовірностей уже буде функцією непарною, тобто: 
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Тоді, для всіх невід’ємних значень аргументу 
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, після переходу до нормованих значень знаходимо:
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Тепер відповідно до (3.18) знайдемо ймовірність влучення значень (x) випадкової величини η на інтервал (± ε), симетричний відносно її математичного сподівання m, тобто знайдемо ймовірність:

P (m – ε < х < m + ε) = P (| х – m | < ε). 

У цьому випадку (a = m – ε ; b = m + ε), і центровані границі інтервалу (див. аргумент функції Ф у формулі (3.18)) будуть мати вигляд: 

(a – m) = ( m – ε ) – m = – ε ; (b – m) = (m + ε ) – m = ε .

Тоді з виразу (3.18) одержимо формулу шуканої ймовірності влучення значень (х) випадкової величини η на інтервал (± ε), симетричний щодо її математичного сподівання m:
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Приклад. Знайти ймовірності влучення значень (х) нормально розподіленої випадкової величини η на інтервали значень відносно свого математичного сподівання, які кратні величині (, тобто на m ± 1(,  m ± 2(,  
m ± 3(,  m ± 4(.

Розв’язання. Скористаємося виразом (3.19) і знайдемо ймовірності влучення значень (х) випадкової величини η на інтервал (± k(; k =1,…, 4), симетричний відносно математичного сподівання m. 

P (| x–m| ( 1() = 2Ф(1) = 2 ∙ 0,3413 = 0,6826 ;

P (| x–m| ( 2() = 2Ф(2) = 2 ∙ 0,4772 = 0,9544 ;

P (| x–m| ( 3() = 2Ф(3) = 2 ∙ 0,4986 = 0,9972 ;

P (| x–m| ( 4() = 2Ф(4) = 2 ∙ 0,4999 = 0,9998 .

Із прикладу випливає, що понад 99% (99,72%) можливих значень даної випадкової величини лежать у границях m ( 3(. Це значить, що для нормально розподіленої випадкової величини усе розсіяння (із точністю 
до долей відсотка) укладається на ділянці m ( 3(.

Така властивість випадкової величини η, підпорядкованої нормальному закону, дозволяє, знаючи СКВ і математичне сподівання випадкової величини, зазначити інтервал її практично можливих значень. 

Приклад. Випадкова величина розподілена за нормальним законом 
з математичним сподіванням М [x] = 30 і дисперсією D [x] = 100. Знайти:

1) щільність розподілу f (x); 

2) ймовірність влучення значень x випадкової величини η на інтервал (10; 60).

Розв’язання. 

1. Щільність розподілу випадкової величини η має вигляд:
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де m – математичне сподівання, 

     σ – середнє квадратичне відхилення випадкової величини η . 

У даному випадку: m = 30; 
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Отже, знаходимо: 
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2. Ймовірність влучення випадкової величини на інтервал (10; 60) обчисляємо за формулою (3.18): 
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У даному випадку а = 10; b = 60; m = 30; σ = 10. Підставляючи ці значення у формулу (3.18), і зважаючи на те, що інтеграл ймовірності – функ-ція непарна, знаходимо:
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Визначивши значення інтеграла ймовірності за таблицями, що наведені у додатку 9, одержимо:
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Питання і завдання для самоперевірки

1. Дайте визначення поняттю “рівномірний закон розподілу” випадкової величини. У яких випадках використовується цей закон? 

2. Запишіть основні характеристики рівномірного закону розподілу – функцію розподілу, щільність розподілу, математичне сподівання, дисперсію і поясніть сенс використаних позначень.

3. Сформулюйте визначення поняття “показовий закон розподілу” випадкової величини. У яких випадках використовується цей закон? 

4. Запишіть основні характеристики показового закону розподілу – функцію розподілу, щільність розподілу, математичне сподівання, дисперсію і поясніть сенс використаних позначень.

5. Дайте визначення поняттю “нормальний закон розподілу” випадкової величини. У яких випадках використовується цей закон? 

6. Запишіть основні характеристики нормального закону розподілу – функцію розподілу, щільність розподілу, математичне сподівання, дисперсію і поясніть сенс використаних позначень. 

7. Сформулюйте поняття “інтеграл ймовірності”, функція Лапласа. 

8. Як знайти ймовірність влучення випадкової величини, що має нормальний закон розподілу, на інтервал своїх значень? 
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Рис. 3.4. Розподіл випадкової величини: �А) багатокутник (див. табл. 3.5); Б) функція
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Рис. 3.3. Функція розподілу 
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Рис. 3.2. Багатокутник розподілу ймовірностей (табл. 3.2)
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Рис. 3.5. Закони розподілу безперервної випадкової величини:


А) функція розподілу;    Б) щільність розподілу
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Рис. 3.1. Сума і добуток подій: 


    А) сумісних;  Б) несумісних
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Рис. 3.6. Графік функції φ (x)
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Рис. 3.7. Графік функції φ(t)
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