4. МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА
Термін “статистика” походить від латинського слова status (статус), що означає “визначене положення речей”. У даний час термін “статистика” вживається в трьох значеннях: 

1) як галузь практичної діяльності зі збору, обробки та аналізу даних соціально-економічного та іншого масового характеру;

2) як наука, що містить теоретичні положення і методи розв’зання практичних задач статистики (математична статистика);

3) як підсумкові статистичні дані, тобто як результати застосування статистичних методів до початкової статистичної інформації.

Математична статистика – це наука про методи реєстрації, опису 
й аналізу статистичних експериментальних даних, які одержуються у результаті спостереження масових випадкових явищ.

Задачами математичної статистики, які найчастіше  зустрічаються на практиці, є:

1) визначення закону розподілу випадкової величини (або системи випадкових величин) за статистичними початковими даними;

2) перевірка правдоподібності гіпотез, наприклад – чи узгодяться результати експерименту з гіпотезою про те, що дана випадкова величина підпорядкована закону розподілу F(x);

3) відшукання невідомих параметрів розподілу випадкової величини або системи випадкових величин (або оцінок цих параметрів).

У математичній статистиці використовується властива цій предметній галузі система категорій і понять. Розглянемо основні з цих понять.
4.1. Варіаційний ряд, гістограма

Припустимо, що виникла ситуація, у якій потрібно вивчити сукупність об’єктів (наприклад покупців продукції фірми), оцінюючи деяку ознаку, яка властива кожному з цих об’єктів (наприклад, вік). Якщо аналізована ознака має кількісне значення, то частіше за все цю ознаку ототожнюють із випадковою величиною, а конкретне значення ознаки сприймається як значення випадкової величини.

Вибірковою сукупністю (синоніми: вибірка, простий статистичний ряд) називається сукупність значень xi тієї самої ознаки (ξ ) у випадково відібраних n об’єктів.

Звичайно вибіркова сукупність оформляється у вигляді таблиці в два рядки (див. табл. 4. 1). У першому рядку вказують номер об’єкта (або спроби), у другому – значення ознаки цього об’єкта або в цій спробі (значення випадкової величини ξ). Така вибіркова сукупність далі підлягає обробці, наприклад – побудові статистичної функції розподілу. Вибіркова сукупність є елементом більш загальної – генеральної сукупності.
Таблиця 4.1

i
1
2
…
k
…
n

ξ
x1
x2
…
xk
…
xn

Генеральною сукупністю називається сукупність значень тієї самої ознаки (ξ) в усіх об’єктах, зі складу яких проводиться вибірка. 

Обсягом сукупності (вибіркової або генеральної) називають кількість (n) об’єктів цієї сукупності.

Серед отриманих n значень ознаки можуть бути однакові значення. Так, значення xi може зустрічатися ni разів. У результаті, різні значення ознаки ξ  можуть виявитися рівними x1, x2, …, xm, а кількість таких різних значень ознаки ξ у вибірці може дорівнювати деякій величині m (m ( n). Для опису зазначеної ситуації використовують поняття “варіант”.

Варіантом називають конкретне, відмінне від інших, отримане 
в спробі значення xi ознаки ξ .

Частотою варіанту xi у вибірці називають кількість ni однакових значень (xi) ознаки у вибірці. 

Сума частот усіх варіантів дорівнює обсягу вибірки:  
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Відносною частотою (ni* ) значення xi ознаки ξ називається відношен-ня частоти ni варіанта xi до обсягу вибірки n:
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Дискретним варіаційним рядом (варіацією) називають упорядковану за зростанням значень xi послідовність варіантів із вказівкою їх абсолютних або відносних частот і подану у вигляді таблиці (див., наприклад, табл. 4.2).

Полігоном відносних частот (див. рис. 4.1) називають ломану лінію, яка з’єднує точки з координатами (xi, ni*). 
Розмахом варіації (R) називають різницю між максимальним (xmax) 
і мінімальним (xmin) значеннями варіантів у вибірці:
R = xmax – xmin.

Таблиця 4.2

Дискретний варіаційний ряд

Варіант xi
x1
x2
x3
…
xm

Частота ni
n1
n2
n3

nm

Відносна частота ni*
n1*
n2*
n3*

nm*

Приклад. Записати у вигляді варіаційного ряду вибірку:
3; 9; 9; 5; 3; 6; 9; 5; 5; 5; 6; 3; 6; 5; 6; 3; 3; 5; 6; 5.

Визначити розмах вибірки, побудувати полігон частот і полігон відносних частот.

Розв’язання. Обсяг вибірки (число її елементів) дорівнює n = 20. Упорядкуємо варіанти за зростанням і підрахуємо кількість повторень значень xi  у кожному варіанті, одержимо:
x1 = 3;
x2 = 5;
x3 = 6;
x4 = 9;

n1 = 5;
n2 = 7;
n3 = 5;
n4 = 3.

Контроль обчислень виконаємо шляхом підсумовування частот варіантів:
Σ ni = 20.

Для кожного варіанту xi знаходимо відносну частоту:   ni* = ni /n.

Отриманий варіаційний ряд набуде вигляду (див. табл. 4.3).
Таблиця 4.3

Дискретний варіаційний ряд

xi
3
5
6
9

ni
5
7
5
3

ni*
0,25
0,35
0,25
0,15

        Контроль обчислень виконаємо шляхом підсумовування відносних частот варіантів:       

Σ ni* = 1.

Розмах вибірки одержимо: 

R = xmax – xmin = 9 – 3 = 6.

Для побудови полігону час-тот нанесемо отримані точки (xi, ni*) із табл. 4.3 на графік (див. рис. 4.2).

Якщо обсяг вибірки великий (сотні варіантів), то дискретний варіаційний ряд стає незручною формою запису. Тоді увесь діапазон значень ознаки ξ  розбивають на k часткових інтервалів, які не перетинаються, (синонім – розрядів) [ai–1; ai),  (i = 1, 2, …, k). 
Для кожного i-го інтервалу підраховують кількість значень xi ознаки ξ, що потрапили в цей інтервал, – частоту інтервалу (ni ). Елемент xi, який співпав із границею інтервалу, відносять до наступного інтервалу, а не до попереднього. 
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Довжина розрядів може бути як однаковою, так і різною, що визначається необхідністю наявності в кожному інтервалі (розряді) не менше 
5–10 значень випадкової ознаки ξ. Для ділянок із найбільшою щільністю значень ознаки довжина інтервалу (розряду) може бути меншою, із малою щільністю – більшою. 

Раціональне число інтервалів (розрядів) складає 10–20. 

Якщо до точності розрахунків немає дуже високих вимог, то частіше використовують розряди рівної довжини. Результати групування значень ознаки ξ за інтервалами записують у вигляді таблиці.

Інтервальним варіаційним рядом називається таблиця відповідності інтервалів значень (розрядів) випадкової величини ознаки ξ і частот ni або/і відносних частот ni* входження значень ознаки в ці розряди, яка (таб-лиця) отримана за результатами спостережень або спроб (див. табл. 4.4). Такий ряд іноді називають безперервним або статистичним рядом.
Таблиця 4.4

Інтервальний варіаційний ряд

Інтервал (розряд)
[а1; a2)
[а2; a3)
[а3; a4)
…
[аm–1; am]

Частота ni
n1
n2
n3

nm

Відносна частота ni*
n1*
n2*
n3*

nm*

Якщо в кожному інтервалі як представницьке значення ознаки ξ   узяти середнє значення інтервалу:   
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то інтервальний варіаційний ряд можна умовно подати вже розглянутим дискретним варіаційним рядом. У цьому випадку в першому рядку табл. 4.4 указуються середні значення ознак для кожного інтервалу. 

Графічно варіаційний ряд зображають у вигляді полігону частот або полігону відносних частот.

Приклад. Використати 6 інтервалів рівної довжини і побудувати інтервальний варіаційний ряд розподілу за даною вибіркою:
15
18
22
26
15
10
23
27
19
18
14
15
28
6
29
7
11

26
24
19
14
15
7
27
14
19
8
20
5
29
16
10
16
5

18
20
12
16
22
23
20
21
11
16
22
22
6
18
14
11


Потім перейти до дискретного варіаційного ряду.

Розв’язання. Обсяг вибірки n = 50. 
Знайдемо розмах вибірки:  R = xmax – xmin = 29 – 5 = 24. 

За умовою кількість інтервалів m = 6, тому довжина кожного часткового інтервалу h = R / m = 24 / 6 = 4. Перший інтервал починається з  xmin = 5 
і закінчується точкою xmin + h = 5 + 4 = 9, значення якої до складу інтервалу не входить. Ця ж точка є початком другого інтервалу, до складу якого вона входить. Виконуючи послідовність таких же розрахунків, одержимо границі  6  інтервалів:  [5;9), [9;13), [13;17), [17; 21), [21; 25) [25; 29).

Підраховуємо кількість елементів вибірки, що потрапили в кожний із знайдених інтервалів. Елемент вибірки 21 є границею інтервалів [17; 21) 
і [21; 25). При підрахунку частоти відносимо його до інтервалу [21; 25). 
У результаті одержимо такий інтервальний варіаційний ряд (див. табл. 4.5).
Таблиця 4.5

Інтервальний варіаційний ряд

аi–1 ( аi
[5(9)
[9(13)
[13(17)
[17(21)
[21(25)
[25(29]

ni
7
6
12
10
7
8

ni*
0,14
0,12
0,24
0,20
0,14
0,16
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7
13
25
35
42
50

Fn(x)
0,00
0,14
0,26
0,50
0,70
0,84 (Fn(x>29)=1

Контроль обчислень виконаємо шляхом підсумовування частот варіантів, тоді одержимо: 


Σ ni = 50.

Для кожного часткового інтервалу обчисляємо відносну частоту 
за формулою:   ni* = ni /n  і результат заносимо в нижній рядок таблиці.

Контроль обчислень виконаємо шляхом підсумовування відносних частот варіантів, одержимо:

Σ ni* = 1.

Для переходу від інтервального варіаційного ряду до дискретного варіаційного ряду візьмемо як варіанти середнє значення в кожному інтервалі: xi = (аi–1 + аi) / 2. Одержимо наступний дискретний варіаційний ряд:
xi
7
11
15
19
23
27

ni
7
6
12
10
8
7

ni*
0,14
0,12
0,24
0,20
0,16
0,14

Накопиченою частотою називається число 
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, що дорівнює сумі частот усіх варіантів від x1 до xi  включно:        
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Кривою зростаючих результатів (кумулятою) називається лінія 
в координатах (xi, 
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Для зображення інтервального варіаційного ряду використовують гістограму.

Іноді для порівняльного аналізу гістограму подають у вигляді прямокутників із площею, яка дорівнює частоті відповідних розрядів, 
і з основою, яка дорівнює довжині цих розрядів (див. рис. 4.3).

Гістограмою називається східчаста фігура, складена з прямокутників, які мають за основи часткові інтервали [аi–1; ai ), а за висоти – відносні частоти (іноді – частоти ). Приклад гістограми поданий на рис. 4.3 і 4.4.
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Рис. 4.3. Гістограма інтервального варіаційнного ряду

4.2. Емпірична функція розподілу

Емпіричною функцією розподілу називається функція Fn(x), яка визначає для кожного значення x відносну частоту події (ξ < x) і має наступні властивості: 

1) значення функції Fn(x) належать інтервалу [0; 1]: 0 ( Fn(x) ( 1;

2) Fn(x) – функція неспадна;

3) Fn(x ( x1) = 0, якщо x1 – найменший варіант;

4) Fn(x > xm) = 1, якщо xm – найбільший варіант.

Розрахунковий вираз для емпіричної функції розподілу можна записати таким способом:
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 Вигляд емпіричної функції розподілу поданий на рис. 4.5.
Приклад. Знайти і побудувати емпіричну функцію розподілу за даним розподілом вибірки:
i
1
2
3

xi
1
4
7

ni
5
20
25

Розв’язання. 

1. Знаходимо обсяг вибірки:  n = Σ ni = 5 + 20 + 25 = 50.

2. Для кожного варіанту xi обчисляємо відносну частоту за формулою:   ni* = ni / n і результат заносимо в таблицю:

i
1
2
3

xi
1
4
7

ni*
0,1
0,4
0,5

Контроль обчислень виконуємо шляхом підсумовування відносних частот варіантів, тоді одержимо:



Σ ni* = 1.

3. Знаходимо емпіричну функцію розподілу   Fn(x):

якщо  x ( x1 = 1, то Fn(x) = 0;

якщо x1 < x ( x2, тобто 1 < x ( 4, то Fn(x) = n1* = 0,1;

якщо x2 < x ( x3, тобто 4 < x ( 7, то Fn(x) = n1*+ n2* = 0,1 + 0,4 = 0,5;

якщо x  > x3, тобто x > 7, то Fn(x) = n1*+ n2*+ n3* = 0,1 + 0,4 + 0,5 = 1.

Отже, одержимо:
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Використовуючи отримані значення функції розподілу Fn(x), будуємо графік (див. рис. 4.6).

4.3. Числові характеристики вибірки

Вибірковим середнім (середнім арифметичним, позначається 
[image: image12.wmf]x

) називається середнє арифметичне значення ознаки ξ у вибірці xi.

Коли всі значення ознаки різні, розрахункова формула має вигляд:
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Коли у вибірці є частоти значень ознаки або обчислення виконуються для інтервального варіаційного ряду, тоді варто визначити: xi – середнє значення ознаки ξ в i-му інтервалі, ni – частоту значень ознаки в i-му інтервалі. Тоді розрахункова формула набуде вигляду:
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Початковим моментом k-го порядку (vk*) варіаційного ряду називається середнє арифметичне від k-их ступенів варіантів xi:
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[image: image16.wmf]x

.
Центральним моментом k-го порядку ( μk*) варіаційного ряду називається середнє арифметичне від k-их ступенів центрованих варіантів xi:
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Вибірковою дисперсією (дисперсією варіаційного ряду) називається середнє арифметичне квадратів відхилення варіантів xi від свого вибіркового середнього значення, при цьому зберігаються відомі з теорії ймовірностей співвідношення:
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 = μ2* = v2* – (v1*)2 = v2*– (
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Тут Sх – вибіркове значення середнього квадратичного відхилення варіантів xi.
Властивості вибіркового середнього і вибіркової дисперсії збігаються з розглянутими раніше в теорії ймовірностей властивостями математичного сподівання і дисперсії випадкових величин відповідно.
4.4. Умовні варіанти

Якщо значення xi ознаки ξ виражаються багатозначними (великими) числами, то обчислення характеристик вибірки стає трудомістким. У такому випадку переходять до використання умовних варіантів, для чого від реальних значень варіантів xi переходять до їх “центрованих” і потім “нормованих” еквівалентів ui . Як “центр” нормування вибирають варіант із найбільшою частотою і позначають його величину символом  а . Якщо вибірка задана у вигляді розподілу рівновіддалених варіантів і їх частот (xi, ni), то, використовуючи різницю (h = xi – xi–1) між двома сусідніми варіантами, умовні варіанти ui знаходять за формулою:
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Далі, після здійснення розрахунків з урахуванням відомих властивостей вибіркової середньої і дисперсії:
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повертаються до початкової вибірки, для якої вирази початкової вибіркової середньої, дисперсії і середнього квадратичного відхилення через відповідні характеристики умовних варіантів мають вигляд:
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Питання і завдання для самоперевірки

1. Що таке вибіркова і генеральна сукупності, як вони співвідносяться між собою? 

2. Що таке “варіант”, його частота і відносна частота? 

3. Поясніть поняття: варіаційний (статистичний) ряд, розмах варіації, полігон частот, гістограма, інтервальний варіаційний ряд.

4. Що таке емпірична функція розподілу і якими властивостями вона володіє?

5. Що називається числовими характеристиками вибірки? 

6. Як визначаються вибіркове середнє, а також вибіркова дисперсія, вибіркові початкові і центральні моменти?

7. Які варіанти називаються умовними та у яких випадках вони застосовуються?

4.5. Закон великих чисел, центральна гранична теорема

Випадковість виходу одиничної спроби, випробування або експерименту полягає в тому, що заздалегідь передбачати її вихід і оцінити характеристики цього виходу поки не можна. Проте при великій кількості випробувань характеристики випадкових подій і випадкових величин втрачають випадковий характер. Ця властивість дозволяє використовувати результати спостережень за масовими явищами і прогнозувати можливі результати майбутніх випробувань. 

Умови, за яких можна використовувати статистичні оцінки характеристик випадкових величин для оцінки їх параметрів (ймовірності, математичного сподівання, дисперсії, законів розподілу), визначаються системою граничних теорем, яка називається законом великих чисел. Розглянемо деякі з цих теорем без доведення.
Нерівність Чебишева. Нехай є випадкова величина ξ з математичним сподіванням m і дисперсією D. Нерівність Чебишева стверджує, що яке 
б не було позитивне число (, ймовірність того, що величина ξ відхилиться від свого математичного сподівання m не менше ніж на ( (тобто більше або дорівнює ( ), обмежена зверху величиною 
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, що формально можна записати так:
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Зокрема, якщо взяти ( = 3(, то можна знайти оцінку понад ймовір-ності відхилення величини ξ від свого математичного сподівання не менше ніж на 3(:


[image: image27.wmf](

)

.

111

,

0

9

1

3

)

3

|

(|

2

»

=

£

³

-

s

s

D

m

X

P




(4.2 )

Відзначимо, що на практиці в більшості випадків ймовірність того, що величина ξ вийде за границі ділянки m ( 3(, значно менше 1/9. Наприклад, для нормального закону ця ймовірність дорівнює 0,003 (див. стор. 194). 
У випадку, коли закон розподілу випадкової величини невідомий, а відомі тільки m і (, то ділянкою практично можливих значень випадкової величини вважають відрізок m ( 3( (так називане “правило трьох сигм”).

Теорема Чебишева. Якщо в n незалежних випробуваннях спостеріга-ються x1, ... , xn значень випадкової величини ξ, то при n ( ( середнє арифметичне випадкової величини ξ збігається за ймовірністю до її математич-ного сподівання m. Тобто при будь-якому ( > 0 і ( > 0 виконується нерівність:
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(4.3 )

Для уточнення змісту поняття “ збігається за ймовірністю” з’ясуємо, як змінюється середнє арифметичне (
[image: image29.wmf]n

x

) випадкової величини ξ при збільшенні числа спроб – числа доданків під знаком суми у виразі (4.3), від значення n –1  до значення n, одержимо: 
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Уведемо позначення: 
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     (4.6 )

Тоді з формули (4.5) одержимо: 
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У підсумку, нове (наступне) значення середнього арифметичного (
[image: image35.wmf]n

x

 ) випадкової величини ξ можна рекурентно висловити через попереднє значення її середнього арифметичного (формула (4.7)) з урахуванням виникаючого збільшення 
[image: image36.wmf]n
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 (формули (4.5, 4.6)). Під знаком суми (формули (4.4, 4.5)) складаються випадкові значення (xi), тому середнє арифметичне 
[image: image37.wmf]n
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 випадкової величини ξ також буде величиною випадковою.

Змінні, що є в чисельнику в правій частині виразу (4.6) для збіль-шення 
[image: image38.wmf]n
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, є  величинами випадковими. Врахуємо діапазон ( xmax ( xi ( xmin ) можливих значень (xi ) випадкової величини ξ і спробуємо з’ясувати, 
як змінюється абсолютна величина приросту 
[image: image39.wmf]n
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 при збільшенні числа спроб n. Для цього замінимо вираз в чисельнику у формулі (4.6) на явно більшу (не меншу) величину, одержимо:
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(4.8)

Виявляється, що після першої спроби (при n = 1) величина приросту може дорівнювати величині всього діапазону можливих значень (xi), після другої спроби (при n = 2) – половині діапазону, після третьої (n = 3) – третій частині діапазону можливих значень і так далі відбувається ділення діапазону можливих значень на усе більш дрібні частини. Отже, можливий приріст оцінок середнього арифметичного (формула (4.7)) при збільшенні числа спроб n буде зменшуватися за відзначеним законом (4.8). Знак різниці випадкових величин, що стоять у дужках (формула (4.6)), може бути як позитивним, так і негативним, тому можна стверджувати, 
що абсолютне значення приросту оцінок не перевищує величину, 
яка стоїть у правій частині нерівності (4.8). 

При необмеженому збільшенні числа спроб n значення величини приросту 
[image: image41.wmf]n
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 (формула (4.6)), залишаючись випадковою величиною, буде наближатися до нуля:
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(4.9)

Отже, середнє арифметичне 
[image: image43.wmf]n
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 випадкової величини ξ буде величи-ною випадковою при будь-якій кінцевій кількості доданків (n < (). Проте при необмеженому збільшенні числа доданків (n ( () величина 
[image: image44.wmf]n
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 додаткової випадкової складової (формула (4.7)) зменшується аж до нуля (формула (4.9)). Тому середнє арифметичне (
[image: image45.wmf]n
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 ) перестає залежати від значення випадкової добавки 
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, набуваючи нову якість, тобто перетворюючись із випадкової величини 
[image: image47.wmf]n

x

 в невипадкову величину, яка називається математичне сподівання (m) випадкової величини ξ. До цього процесу і застосовують термін – “збігається за ймовірністю”.

Із формули (4.8) шляхом диференціювання за змінною n можна одержати оцінку швидкості (V ) “збіжності за ймовірністю”:
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Отже, швидкість “збіжності за ймовірністю” (V) негативна 
і обернено пропорційна квадрату обсягу n вибірки. 

Приклад зміни величини приросту 
[image: image49.wmf]відн
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 оцінок середнього арифметичного 
[image: image50.wmf]n
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 випадкової величини, яка відповідає початковій величині ξ, рівномірно розподіленої у границях xi ([0;  1], при зміні числа значень n (числа елементів у вибірці) для xmin = 0; xmax = 1; С = 1, приведений у додатку 14. 

Теорема Бернуллі. Якщо проводиться n незалежних випробувань, 
у кожному з який подія A може з’явитися з ймовірністю p, то частота m /n появи події A при нескінченному збільшенні числа n спроб збігається 
за ймовірністю до величини p, тобто при будь-якому ( > 0 і ( > 0:
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де  m – число позитивних виходів (число появ події A) у n випробуваннях.
Центральна гранична теорема. Якщо ξ 1, ... , ξn – незалежні, однаково розподілені випадкові величини, що мають математичне сподівання mx 
і дисперсію (x2, то при n ( ( закон розподілу їх суми 
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 нескінченно наближається до нормального.

Дана теорема може бути справедливою і для суми неоднаково розподілених, але порівнянних за своїм розкидом, доданків. На практиці її застосовують і для випадків суми від десятьох доданків, а іноді і менше. 
При цьому не обов’язково знати закони розподілу окремих доданків, достатньо знати їх математичні сподівання і дисперсії.

Для дискретних випадкових величин окремим випадком центральної граничної теореми є теорема Лапласа.

Теорема Лапласа. Якщо в кожному з n незалежних випробувань подія A з’являється з ймовірністю р (і не з’являється з ймовірністю q = 1 – р), 
то границя ймовірності влучення нормованої випадкової величини m – числа появ події A у n спробах має вигляд:
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де Ф*(t) – функція Лапласа.

4.6. Статистичні оцінки параметрів
Розглянуті раніше формули для статистичних оцінок фактично реалізують ідею усереднення значень оцінюваних характеристик, які (характеристики, параметри) позначимо символом Е. При цьому розрізняють реальне (істинне) значення параметра Е, що поки невідомо, і одержуване 
зі спроб значення оцінки 
[image: image55.wmf]E

~

 цього параметра.

Оцінки, отримані в результаті статистичної обробки результатів n спостережень деякої випадкової величини ξ (у результаті n спроб), повинні задовольняти вимогам: незсуненності, ефективності та обгрунтованості.

1. Незсуненою називається оцінка 
[image: image56.wmf]E

~

, якщо її математичне сподівання M[
[image: image57.wmf]E

~

 ] дорівнює самому оцінюваному параметру Е при будь-якому обсязі вибірки, тобто: M[
[image: image58.wmf]E

~

 ] = Е .

2. Ефективною називається оцінка 
[image: image59.wmf]E

~

, якщо вона серед усіх інших незсунених оцінок цього параметра має найменшу дисперсію даної оцінки 
[image: image60.wmf]E

~

 щодо істинного значення Е, у порівнянні з будь-якою іншою оцінкою 
[image: image61.wmf]k
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~

:

M[(
[image: image62.wmf]E

~

 – E)2]  (  M[(
[image: image63.wmf]k

E
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 – E)2].

3. Обгрунтованою називається оцінка 
[image: image64.wmf]E

~

, якщо в міру зростання 
n – числа спостережень (спроб) оцінка збігається за ймовірністю до самого оцінюваного параметра Е:
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Можна строго показати, що оцінка математичного сподівання:
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(4.11)

є незсуненою, обгрунтованою, має дисперсію оцінки: 
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(4.12)

а якщо випадкова величина ξ розподілена за нормальним законом, то дисперсія (4.12) буде мінімально можливою, тобто оцінка (4.11) – ефективна.

Дійсно, у виразі (4.11) складаються незалежні значення однієї і тієї ж випадкової величини  x, що мають однакову дисперсію:

Dx1 = Dx2 = … = Dxi = Dx.

Застосовуючи операцію дисперсії до лівої і правої частин рівняння (4.11) і з огляду на властивості дисперсії, одержимо: 
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Оцінка вибіркової дисперсії Dв випадкової величини ξ:
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є ефективною, обгрунтованою, але  зсуненою убік менших значень у 
[image: image71.wmf]n
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Для усунення цього зсуву праву частину рівності (4.12) достатньо розділити на зазначений множник, у підсумку одержимо так називану “виправлену” дисперсію:
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(4.13)

У випадку нормального розподілу випадкової величини ξ  дисперсію самої оцінки виправленої дисперсії (4.13) і середнє квадратичне відхилення знайдемо за формулами:
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Одержувані статистичні (точкові) оцінки сходяться до істинних оцінок лише при нескінченному збільшенні числа n спроб. Отже, заміна істинних значень шуканих параметрів їх статистичними оцінками завжди супроводжується помилками. Якщо такі помилки занадто великі, то наслідки заміни можуть бути істотними. Тому потрібно вміти оцінювати точність і надійність одержуваних оцінок, особливо при малій кількості спостережень n (при малій кількості спроб). 

Для визначення точності і надійності статистичних оцінок використовують поняття “довірчий інтервал” і “довірча ймовірність”.
Питання і завдання для самоперевірки

1. Поясніть основні елементи закону великих чисел – нерівність Чебишева і закон трьох сигм, а також закон розподілу суми випадкових величин.

2. Поясніть зміст поняття “збігається за ймовірністю” на прикладі ствердження теореми Чебишева, відповідно до якої при необмеженому збільшенні числа випробувань середнє арифметичне випадкової величини збігається за ймовірністю до її математичного сподівання.

3. Поясніть сенс вимог до статистичних оцінок параметрів: незсуненості, ефективності, обгрунтованості. 

4. Що таке виправлена оцінка дисперсії випадкової величини?

5. Навіщо і як можна використовувати теорему Лапласа?

4.7. Довірчий інтервал, довірча 
ймовірність

Припустимо, що в результаті n спроб потрібно одержати статистичну оцінку 
[image: image74.wmf]E

~

 параметра, що має реальне значення Е, із похибкою не більш ( , причому надійність такої оцінки повинна характеризуватися деякою ймовірністю (.

Розглянемо подію, яка полягає в тому, що реальне (істинне) значення параметра Е, яке поки невідоме (наприклад, математичне сподівання випадкової величини ξ), буде відрізнятися від одержуваного зі спроб значення оцінки 
[image: image75.wmf]E

~

 цього параметра не більш, ніж на величину (. Ймовірність такої події можна записати у такий спосіб:
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Така рівність означає, що з ймовірністю ( невідоме значення параметра Е потрапляє в інтервал 
[image: image77.wmf]b
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 (див. рис. 4.7): 
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Довірчим інтервалом називається встановлений інтервал 
[image: image79.wmf]b

I

 можливих значень оцінюваного параметра Е за рівнем довірчої ймовірності (.

Довірчою ймовірністю називається встановлена ймовірність (,
з якою значення невідомого параметра Е потрапляє в довірчий інтервал  ( (  в околу отриманої оцінки 
[image: image80.wmf]E

~

 цього параметра. 

Тоді діапазон практично можливих значень помилки, що виникає при заміні реального значення параметра Е на його оцінку 
[image: image81.wmf]E

~

, із ймовірністю ( дорівнюватиме (( . Ще більші помилки будуть з’являтися тільки з малою ймовірністю ( = 1 – (, значення якої (() називається  рівнем  значущості.


Як значення довірчої ймовірності у статистиці беруть числа, близькі 
до одиниці:  0,95;  0,99.

Приклад. Знайти довірчі оцінки для величини 
[image: image82.wmf]x

 – оцінки математичного сподівання випадкової величини ξ .

Розв’язання. Із формули для оцінки математичного сподівання:
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випливає, що ця характеристика є сумою n незалежних, однаково розподілених випадкових величин xi. При будь-якому кінцевому значенні n сама величина 
[image: image84.wmf]x

 також є випадковою. Відповідно до центральної граничної теореми теорії ймовірностей (див. п. 4.5), при достатньо великому n закон розподілу суми випадкових величин близький до нормального. 
На практиці ця умова починає виконуватися, починаючи з n ( 10. Тому можна вважати, що величина 
[image: image85.wmf]x

 має нормальний закон розподілу із математичним сподіванням m, дисперсією 
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 і СКВ, що дорівнюють (див. п. 4.6):
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Знайдемо таку величину (, для якої ймовірність відхилення оцінки 
[image: image89.wmf]x

 від реального значення математичного сподівання m дорівнює довірчій ймовірності ( , тобто:              
[image: image90.wmf]β
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Раніше (п. 3.3.3 формула (3.19)) відзначалося, що ймовірність влучення деякої нормально розподіленої випадкової величини ( на інтервал (± (), симетричний щодо її математичного сподівання m, знаходиться 
як ймовірність відхилення центрованої випадкової величини (( – m) 
не більш ніж на (± ():
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(4.14)

У даній ситуації випадковою є величина 
[image: image92.wmf]x

, яка має нормальний розподіл 
із математичним сподіванням m і середнім квадратичним відхиленням:     
[image: image93.wmf]n
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,     тому формула (4.14), після підстановки цих величин, набуде вигляду:
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Із цієї рівності знайдемо величину довірчого інтервалу ( :
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де  arg Ф (x) – функція, зворотна до функції Ф (x) ;
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Нагадаємо, що поняття оберненої функції передбачає необхідність відшукання такого значення аргументу (x = arg Ф (x)) функції Ф (x), при якому ця функція дорівнює відомому значенню, наприклад величині ( / 2. Як приклад  скористаємося таблицею в додатку 9 і для 2Ф (x)=0,95 знайдемо значення аргументу x. Для цього на першому кроці з попередньо-го рівняння знайдемо значення функції Ф (x) = 0,95 / 2 =0,475. На другому кроці за таблицею в додатку 9 знаходимо, що значенню функції Ф (x) = 0,475 відповідає значення аргументу x = 1,960, тобто Ф (x = 1,96) = 0,475.

Відповідно до  використаних позначень виявилося наступне:
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Дані розглянутого прикладу, а також дані для інших значень (  подані у табл. 4.6.

Отже, величина довірчого інтервалу має вигляд:
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 (4.15)

У підсумку, шукані границі інтервалу набудуть вигляду:


[image: image100.wmf]x
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[image: image101.wmf]x

 + ( ,

де, залежно від значення довірчої ймовірності ( , величина t( табульована 
і приймає значення, подані в табл. 4.6.

Таблиця 4.6

Параметри взаємозв’язку довірчої ймовірності

(
0,8
0,85
0,9
0,95
0,99
0,999
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1,282
1,439
1,643
1,960
2,576
3,290

(t()2
1,644
2,071
2,699
3,842
6,636
10,824

Із формули (4.15) можна знайти оцінку необхідного числа спроб n, яка дозволяє одержати необхідний розмір довірчого інтервалу ( при заданому значенні довірчої ймовірності ( :


[image: image103.wmf].
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(4.16 )

Для практичної оцінки інтервалу можливих значень реального середнього значення 
[image: image104.wmf]x

 ознаки ξ за інформацією наявної вибірки необхідно виконати такі дії.

1. Знайти оцінку математичного сподівання 
[image: image105.wmf]x

 значення ознаки ξ:
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2. Знайти незсунену (виправлену) оцінку СКВ:


[image: image107.wmf](
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3. За значенням довірчої ймовірності ( із таблиці 4.6 або з доданку 9 знайти значення величини t(.

4. Розмір довірчого інтервалу ( розрахувати за формулою:
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5. Знайти шукані границі інтервалу, що будуть мати вигляд:


[image: image109.wmf]x
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[image: image110.wmf]x

 + (.

6. При необхідності, потрібну кількість спроб (обсяг вибірки n) можна оцінити за формулою (4.16):


[image: image111.wmf].
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Розрахунки можливі як в абсолютних, так і у відносних величинах:
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При виконанні аналогічних оцінок ймовірності р події A за результатами n спроб спочатку знаходять статистичні оцінки ймовірності р* події A як середнього значення випадкової величини ξ = x1 = 1 (подія A з’явилася) і ξ = x2 = 0 (подія A не з’явилася). Оцінки характеристик випадкової величини (ξ) в одній спробі були отримані раніше (див. п. 3.2.7) і дорівнюють:

М [x] = 0 ( q + 1 ( p = p;

D [x] = Dx = p ( q = σx2.

Для серії з n спроб статистична оцінка р* ймовірності події A може бути виконана за відомими формулами оцінки математичного сподівання 
і дисперсії випадкової величини (ξ):


[image: image114.wmf]n

q

p

n

q

p

n

D

p

D

p

q

x

n

p

p

x

n

i

i

*

*

;

*

*

*]

[

*;

1

*

;

1

*

*

1

×

=

s

×

=

=

-

=

=

å

=

.

Тоді далі можна задатися величиною довірчої ймовірності ( (і відпо-відно t( ) і для загального випадку знайти границі довірчого інтервалу, використовуючи формули (4.40, 4.41):
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Проте якщо розмір добутку np* і nq* більший чотирьох, то розподіл випадкової величини р* виявляється близьким до нормального, що дозволяє визначити довірчий інтервал оцінки ймовірності р* події A з урахуванням допустимості застосування нормального закону розподілу:
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Значення t( вибираються із табл. 4.6.

Із формули (4.17) можна знайти оцінку числа спроб n, необхідного для одержання результатів із довірчою ймовірністю ( (і відповідно t( ) і з довірчим інтервалом ( :
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(4.18 )

Приклад. Частота появи події A (успішного складання іспиту студентом) у серії з n = 100 спроб (число студентів на курсі) виявилася рівною 
n* = 0,78. Визначити 90% довірчий інтервал для ймовірності р події A.

Розв’язання. Перевіряємо придатність використання нормального закону, для цього оцінимо величини  np  і  nq. Уважаючи  p ( n*, одержимо:
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Обидві величини значно більше чотирьох, отже, нормальний закон можна застосовувати. Із табл. 4.6 для значення ( = 0,9 знаходимо:
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Із формули (4.18) одержуємо: 
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Тоді шуканий довірчий інтервал I( для ймовірності р події A (успіш-ного складання іспиту) за рівнем довірчої ймовірності ( = 0,9 виявиться таким, що дорівнює:
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Чи відповідають дійсності рекламні дані про параметри того або іншого товару? Таке питання може виникнути в ході прийняття рішень щодо управління діяльністю підприємства. Відповідь на це питання можна одержати, розв’язавши задачу порівняння вибіркової середньої із значенням параметра, що анонсується. Розглянемо такий приклад.

Приклад. Фірма-постачальник комплектуючих виробів у рекламному буклеті стверджує, що середній термін безвідмовної роботи запропонованого виробу знаходиться у границях від 2600 до 3100 годин і в серед-ньому складає – 2900 годин. Перед закупівлею великої партії виробів була зроблена вибірка з 50 виробів і проведені випробування. Середній 
[image: image126.wmf](
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 термін безвідмовної роботи виявився рівним 2 720 годинам при “виправле-ному” середньому квадратичному відхиленні 361 годин. Необхідно при 5% рівні значущості:

1) перевірити гіпотезу про те, що значення 2900 годин дійсно є математичним сподіванням часу безвідмовної роботи виробів;

2) у випадку незадовільного результату перевірки оцінити:

· яким повинно бути мінімальне значення середнього часу роботи виробів в отриманій вибірці, при якому можна було б уважати рекламні дані дійсними;

· яким варто уважати реальне значення максимально можливого часу безвідмовної роботи виробу. 
Розв’язання. Наявне число спроб n = 50 достатньо для того, щоб використовувати нормальний закон розподілу випадкового відхилення середнього значення від свого математичного сподівання.

1. Знайдемо розмір довірчого інтервалу середнього часу безвідмовної роботи виробу. Для цього з урахуванням 5% рівня значущості знаходимо спочатку величину β = 1 – 0,05 = 0,95, потім із табл. 4.6 знаходимо величину tβ (0,95) = 1,96. Далі, за наявними початковими даними n = 50, 
σx = 361 і  tβ (0,95) = 1,96, знаходимо величину довірчого інтервалу для оцінки середнього значення часу справної роботи виробів за формулою:
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У спробі відхилення склало ( = 2900 – 2720 = 180 годин, що перевершує розмір довірчого інтервалу (180 > 100). Отже, фірма в рекламі завищує термін безвідмовної роботи виробів.

2. Мінімальним значенням часу (Т ) безвідмовної роботи виробів 
у вибірці, при якому можна було б вважати рекламні дані дійсними, є час:

Т = 2900 – ( = 2900 – 100 = 2800 годин.

Реальне значення максимально можливого часу (Т ) безвідмовної роботи виробу за даними вибірки є:

Т = 2720 + ( = 2720 + 100 = 2820 годин.

У практиці страхового бізнесу і в практиці менеджменту іноді виникає необхідність оцінити ймовірність порівняно рідкісних подій, таких як аварії на виробництві, смерть застрахованої особи у результаті добре відпрацьованої і практично безпечної хірургічної операції, нещасний (або страховий) випадок природного характеру і т. ін. Причому може виявитися, що можливість розглянутого випадку теоретично існує, а реально такий випадок або не мав місця зовсім, або зафіксований один-два рази, що не дає підстав для статистичних оцінок. Як у такій ситуації можна одержати кількісні оцінки, корисні для прийняття розв’язань, розглянемо на прикладі.

Приклад. Фірмою, що спеціалізується на транспортуванні озброєння, зроблено 100 перевірок саме довільного спрацьовування упакованого детонатора при падінні з вантажівки (подія A). Детонатор не спрацював. 

1. Знайти 90% довірчу оцінку ймовірності р саме довільного неспра-цьовування упакованого детонатора при падінні з вантажівки.

2. Скільки разів потрібно переконатися у відсутності саме довільного спрацьовування упакованого детонатора при падінні з вантажівки, щоб із гарантією 95% стверджувати, що на практиці самовибух буде не більш ніж у 5% усіх випадків падіння?

Розв’язання. Шукана ймовірність р появи події A при n спробах є малою величиною, що дозволяє припустити її розподіл за законом Пуассона з математичним сподіванням a = np. 
Довірчу ймовірність непояви події A (появи рівно 0 разів) відповідно до першого пункту задачі можна оцінити як 1 – ( і одночасно знайти 
цю ймовірність за формулою Пуассона:

Pk = 0 = e–np = 1 – ( .

Звідки для  ( = 0,9  знаходимо:
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Для відповіді на друге питання врахуємо, що ( = 0,95; р = 0,05. Із тієї ж формули одержуємо необхідне число спроб n:
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4.8. Перевірка статистичних гіпотез.
 Критерій Пірсона
Після виконання оцінок статистичних параметрів може виникнути задача ідентифікації отриманого в спробі розподілу F*(x) випадкової величини ξ з відомими теоретичними функціями розподілу. Таку задачу називають задачею вирівнювання.

Задачею вирівнювання статистичних рядів називається задача добору підхожої теоретичної функції розподілу ймовірностей або щільності ймовірностей при обробці статистичних даних. Задача може бути виконана як за методом найменших квадратів (див. п. 4.10), так і з інших міркувань, наприклад із використанням методу моментів. 

Метод моментів передбачає виконання вимоги збігу статистичних моментів статистичного ряду випадкової величини ξ, наприклад математичного сподівання і дисперсії, із їх значеннями в теоретичній кривій розподілу ймовірностей f (x). Якщо крива лінія f (x) залежить від двох параметрів, то можна підібрати їх так, щоб співпали перші два моменти 
і так далі – до чотирьох моментів. Точність розрахунків моментів вище четвертого порядку різко спадає, тому їх застосування уважається недоцільним.

Після вирівнювання статистичного розподілу F*(x) за допомогою теоретичної кривої F(x) можна помітити, що між цими кривими є роз-біжності. 

Тому виникає таке питання: чи є отримані розбіжності випадковими, пов’язаними з недостатньою кількістю спроб, або вони вказують 
на невідповідність підібраної теоретичної кривої лінії F(x) реальному розподілу F*(x)

Формалізуємо цю ситуацію у вигляді такої гіпотези Н0: випадкова величина  ξ  має інтегральний закон розподілу F(x). 

Для відповіді на питання “Дану гіпотезу Н0 варто прийняти або спростувати?” служать так називані “критерії згоди”.

Критерій Пірсона (критерій (2)
Нехай за вибіркою обсягу n побудований дискретний (див. табл. 4.7) або інтервальний (див. табл. 4.8) варіаційний ряд, 
Таблиця 4.7


Таблиця 4.8

xi
x1
x2
…
xm


аi–1(ai
а1(a2
а2(a3
…
аm–1(am

ni*
n1*
n2*
…
nm*


ni*
n1*
n2*
…
nm*

де ni* (i = 1, 2, …, m) – відносні частоти, причому ( ni* = 1.

Перевіряється гіпотеза Н0, яка підтверджує, що вибіркова сукупність має конкретний закон F(x) розподілу. Таким законом може бути нормальний закон, закон Пуассона і т. ін.

Процедура застосування критерію Пірсона (критерію (2) складається 
з таких етапів.

1. За варіантним рядом знаходяться “реальні” оцінки невідомих параметрів припущеного теоретичного закону розподілу F(x).
2. Визначаються теоретичні частоти на основі припущеного закону F(x) розподілу в такий спосіб.
Якщо ξ – дискретна випадкова величина, то обчислюються ймовірності кожного значення цієї величини 
[image: image130.wmf])
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Якщо ξ – безперервна випадкова величина, то обчислюються ймовірності влучення значень xi випадкової величини ξ у кожний i-й інтервал, тобто: 
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Потім за знайденими ймовірностями pi і обсягом вибірки n розраховуються значення  теоретичних частот nTi за формулою:
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Значення (n ( pi) може бути дробовим числом, а частота nTi повинна виражатися цілим числом, тому за теоретичну частоту nTi можна взяти найближче до (n ( pi) ціле число, при цьому 
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3. За кількісну міру ступеня збігу теоретичного закону розподілу з законом розподілу у вибірковій сукупності (у якості “критерію” перевірки істинності нульової гіпотези Н0) приймається випадкова величина (2 :
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Підставляючи в цю формулу отримані з вибірки емпіричні частоти ni і обчислені теоретичні частоти nTi, знаходять значення випадкової величини (2, яку можна позначити як (2спост.

4. Розраховується число ступенів свободи r. Виявляється, що закон розподілу випадкової величини (2 визначається одним параметром 
r – числом ступенів свободи, яке обчислюється за формулою:

r = m – k – 1,

де    m – кількість варіантів або інтервалів заданого варіаційного ряду, 

k – кількість параметрів припущеного теоретичного розподілу, які (параметри) оцінюються за вибіркою. Число k є кількістю умов, що “обмежують свободу”.

Ще однією умовою (обмеженням) завжди є умова нормування, тому 
в правій частині відзначеної формули є величина “–1”. 

Зокрема, якщо припущений розподіл – нормальний, то оцінюють два параметри (математичне сподівання а випадкової величини і середнє квадратичне відхилення σ), тому k = 2 і число ступенів свободи виявляється рівним r = m – 3.

Якщо припускають, що генеральна сукупність розподілена за законом Пуассона, то оцінюють один параметр λ , тому k = 1  і   r = m – 2.

5. За заданим рівнем значущості α і числом ступенів свободи r, використовуючи таблицю критичних точок розподілу (2 (додаток 10), знаходять критичну точку 
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6. Якщо 
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 – то уважається, що розбіжності в спробі виявилися навіть меншими теоретичних і тому підстав відкинути гіпотезу Н0 немає. 

7. Якщо 
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 – то гіпотезу Н0 відхиляють.

Зауваження. Для застосування критерію Пірсона необхідно, щоб обсяг вибірки n був достатньо великий (n ( 50). Крім того, частоти ni повинні бути ni ≥ 5. Тому частоти ni < 5 варто об’єднати в більш численний інтервал. У цьому випадку і відповідні їм теоретичні частоти nTi варто об’єднати.

Приклад. Для упорядкування графіка роботи співробітників досліджу-вана кількість клієнтів, що звернулися у фірму в першій половині робочого дня. Результати дослідження числа клієнтів залежно від часу роботи подані в табл. 4.9.

Таблиця 4.9

Номер інтервалу часу, i 
1
2
3
4

Часи роботи (аi; ai+1 )
9 – 10
10 – 11
11 – 12
12 – 13

Кількість клієнтів ( ni )
6
20
35
15

При рівні значущості α = 0,05 потрібно перевірити гіпотезу Н0 про те, що кількість клієнтів, які звернулися у відзначені часи роботи, має нормальний розподіл.

Розв’язання. У даному випадку значеннями безперервної випадкової величини ( є відліки моментів часу (xi) приходу клієнтів в офіс фірми, які (відліки) можуть потрапити в різні часи роботи і сформувати в такий спосіб кількість значень випадкової величини (, що потрапили у від-повідний інтервал часу. Ці значення вже згруповані за  m = 4 інтервалами, що дозволяє вважати середину кожного інтервалу – представницьким значенням усіх значень випадкової величини, що потрапили в цей інтервал. Процес розв’зання оформимо у вигляді таблиці (див. табл. 4.10).

Відзначимо, що застосування критерію Пірсона потребує, щоб частоти були не менше 5, тобто n > 5. В іншому випадку необхідно об’єднати інтервали до одержання необхідних частот. У випадку даного прикладу такої необхідності немає.

1. За варіантним рядом (див. табл. 4.9) знаходимо “реальні” оцінки невідомих параметрів припущеного теоретичного, у даному випадку – нормального закону розподілу F(x). Для цього спочатку знайдемо загальну кількість клієнтів, що відвідали офіс фірми (див. табл. 4.10, рядок 3):
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Далі знайдемо середні (представницькі) значення (xiср) для кожного інтервалу (див. табл. 4.10, рядок 4). Потім домножимо кожне з цих середніх значень (xiср) на кількість випадкових величин ( ni), що потрапили в цей інтервал (див. табл. 4.10, рядок 5), і знайдемо їх суму, яка дозволяє розрахувати оцінку математичного сподівання моментів часу появи клієнтів в офісі фірми:
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Для оцінки середнього квадратичного відхилення (Sx) моментів часу появи клієнтів спочатку (див. табл. 4.10, рядок 6) домножимо квадрат кожного із середніх значень інтервалів на кількість випадкових величин, які потрапили в цей інтервал (x2iср ( ni), і знайдемо їх суму, що дозволяє розрахувати оцінку другого початкового моменту випадкового часу появи клієнтів в офісі фірми:
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Потім знайдемо оцінки дисперсії зсунутої і виправленої:
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що дозволяє одержати оцінку виправленого (незсуненого) середнього квадратичного відхилення:
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2. Визначаємо теоретичні частоти на основі припущеного закону F(x) розподілу в такий спосіб.
В даному випадку ξ – моменти часу приходу клієнтів в офіс фірми – безперервна випадкова величина, тому обчисляємо ймовірності влучення значень xi випадкової величини ξ у кожний i-й інтервал, тобто 
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, для чого скористаємося функцією Лапласа і відомим виразом оцінки ймовірності влучення випадкової величини на інтервал (a; b):
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одержимо формулу: 
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(4.19)

У (4.19) аргументами є нормовані границі інтервалів. Тому далі знайдемо значення нормованих границь цих інтервалів (див. табл. 4.10, рядки 7, 8) і, скориставшись таблицею Ф(x) – значень функції Лапласа (додаток 9), запишемо відповідні значення (див. табл. 4.10, рядки 9 і 10). Відзначимо, що для невід’ємного значення аргументу варто використовувати властивість непарності функції: Ф(–x) = – Ф(x). У наступному рядку знайдемо різницю значень функції Лапласа для кожного інтервалу, що і є теоретичною оцінкою ймовірності ( pi ) влучення значень випадкової величини в кожний інтервал (див. табл. 4.10, рядок 11).

Таблиця 4.10

Схема оцінки правдоподібності гіпотези про нормальний розподіл безперервної випадкової величини

№

п/п
Параметри, що розраховуються
i
(
M[*]



1
2
3
4



1 
аi
9
10
11
12



2 
аi+1
10
11
12
13



3 
ni
6
20
35
15
76


4 
xiср
9,5
10,5
11,5
12,5



5 
xiср ( ni
57
210
402,5
187,5
857
11,276

6 
x2iср ( ni
541,5
2205
4629
2344
9719
127,882

7 
xнmin.i = (аi – 
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)/Sx
–2,313
–1,297
–0,281
0,735
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8 
xнmax.i = (аi+1 – 
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)/Sx
–1,297
–0,281
0,735
1,752
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0,968

9 
Ф(xнmin.i)
–0,490
–0,403
–0,111
0,269
Sx = 
0,984

10 
Ф(xнmax.i)
–0,403
–0,111
0,269
0,460



11 
pi
0,087
0,292
0,380
0,191
0,950


12 
niT
6,609
22,201
28,843
14,526



13 
ni – niT
–0,609
–2,201
6,157
0,474



14 
(ni – niT )2 / niT
0,056
0,218
1,314
0,016
1,604 = 
 (2спост

Потім за знайденими ймовірностями pi і обсягом вибірки n = 71 розрахуємо (див. табл. 4.10, рядок 12) значення  теоретичних  частот 
[image: image151.wmf]T

i

n

 
за формулою:
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3. За заданими в умові емпіричними частотами ni (див. табл. 4.10, рядок 3) і отриманими теоретичними частотами 
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 (див. табл. 4.10, рядок 12) обчисляємо величину 
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. Для цього попередньо для кожного інтервалу знайдемо (див. табл. 4.10, рядок 13) різницю між емпіричною і теоретичною частотою влучення випадкової величини в цей інтервал: 
[image: image155.wmf])

(

T

i

i

n

n

-

. Потім знайдемо окремі доданки (див. табл. 4.10, рядок 14) для визначення значення показника “Хі-квадрат”:
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і потім розрахуємо суму цих значень, що і є шуканою величиною для оцінки правдоподібності початкової гіпотези: 
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У вибірці з  m = 4  інтервалів оцінювалися два (k = 2) параметри – 
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  і  Sx, тому кількість ступенів свободи  r дорівнюватиме: 

r = m – k – 1= 4 – 2 – 1 = 1.

За таблицею (додаток 10) знаходимо критичне значення:
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Значення 
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, тому гіпотеза H0 про те, що кількість клієнтів (випадкова величина ( ) має нормальний розподіл – приймається.

Приклад. При n = 757 випробувань блоків радіоелектронної апаратури отримані і наведені в табл. 4.11 дані про кількість відмов на один блок.
Таблиця 4.11

Кількість відмов ( xi)
0
1
2
3
4
5
≥6

Кількість випадків ( ni )
427
235
72
21
1
1
0

За рівнем значущості α = 0,05 потрібно перевірити гіпотезу Н0 про те, що кількість відмов має розподіл Пуассона:
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Розв’язання. 1. Знайдемо оцінку параметра λ розподілу Пуассона, яка дорівнює середньому числу відмов. Процес розв’зання оформимо у вигляді розрахункових таблиць 4.12–4.14.

Із табл. 4.12 знаходимо середнє число відмов:  
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Отже, теоретичний закон розподілу числа відмов блоків апаратури має вигляд:
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Таблиця 4.12
Таблиця 4.13
Таблиця 4.14

i
xi
ni
xi ni
pi
npi
nTi
ni
nTi
(ni–nTi)2
(ni–nTi)2/nTi

1
0
427
0
0,5488
415,4504
416
427
416
121
0,291

2
1
235
235
0,3293
249,2702
249
235
249
196
0,787

3
2
72
144
0,0988
74,78107
75
72
75
9
0,120

4
3
21
63
0,0198
14,95621
15
23
17
36
2,118

5
4
1
4
0,0030
2,243432
2





6
5
1
5
0,0004
0,269212
0





7
6
0
0








Σ

757
451


757


(2спост =
3,316

2. На основі отриманого теоретичного закону розподілу знаходимо теоретичні частоти nTi, для чого складемо розрахункову табл. 4.13. Ймовірність pi знаходимо або за таблицею, або обчисляємо за формулою Пуассона для всіх значень xi.

3. За заданими в умові емпіричними частотами ni і отриманими теоретичними частотами nTi обчисляємо величину (2спост:
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Для цього складемо розрахункову таблицю (див. табл. 4.14), об’єднавши останні три рядки з рядком для xi = 3, тому що застосування критерію Пірсона потребує, щоб частоти не були малими.

У вибірці оцінювався один параметр λ, тому число ступенів свободи  r дорівнюватиме: 

r = m – k – 1 = 4 – 1 – 1 = 2.

За таблицею (див. додаток 10) знаходимо критичне значення:
(2кр(α,r) =  (2кр(0,05; 2) = 5,99.

Отримане в спробі (2спост.= 3,316, і це значення виявляється меншим критичного, тобто (2спост.< (2кр(α, r), тому гіпотеза H0 про розподіл кількості відмов блоків апаратури за законом Пуассона приймається.

4.9. Вибіркове рівняння прямої лінії регресії
Математична формалізація реальних процесів у вигляді функціональ-ної залежності однієї змінної (функції y) від іншоі змінної (аргументу x) y = f (x) дозволяє кожному значенню аргументу однозначно поставити 
у відповідність одне заздалегідь відоме значення функції. Така залежність, як правило, є оборотною, тобто за відомим значенням функції завжди можна знайти відповідне значення її аргументу: x = f  –1( y).
Проте на практиці реальні процеси демонструють іншу відповідність змінних. Так за один і той же робочий час тим самим підприємством може бути зроблена різна кількість продукції, та сама продукція може мати різну собівартість, та сама кількість продукції може бути продана за різну ціну, люди того самого зросту можуть мати різну вагу. 

У підсумку, тому самому значенню аргументу x можуть відповідати різні значення функції  y. Часто значення функції носять характер випадкових величин, які при зміні значень аргументу можуть мати різні центри групування, дисперсію і закон розподілу. У цьому випадку зворотне перетворення з метою відшукання значення аргументу x за відомим значенням функції y не є однозначним.

Для встановлення залежності між такими неоднозначними змінними використовують теорію кореляційно-регресійного аналізу, у якій дослід-жуються зміни середніх значень функції при зміні одного або багатьох аргументів. Проте формальні методи кореляційного аналізу не дають відпо-віді на питання “що є причиною, а що є наслідком або яка змінна є аргументом, а яка – функцією?”. Відповідь на це питання має дати дослідник.

Метою побудови регресійних моделей може бути встановлення залежності між середніми значеннями двох змінних (параметрів), одну 
з яких дослідник призначає функцією, а другу – її аргументом.
У основі регресійного аналізу лежать дві гіпотези.

1. Передбачається, що досліджувана сукупність параметрів має внутрішній статистичний зв’язок, який може бути виявлений і формалізований у вигляді кореляційної (отже лінійної) залежності одного параметра від іншого або від інших. Тобто вважається, що існує внутрішній лінійний зв’язок середніх значень цих параметрів.

2. Передбачається, що випадковий розкид (дисперсія) значень (кожного) параметру має регулярну компоненту, яка залежить від деякого аргументу (“сигналу”), і випадкову компоненту (“шум”). Випадкова компонента (“шум”) розподілена за нормальним законом. 

Початковою інформацією для побудови лінійної однофакторної регресійної моделі є сукупність із n двовимірних точок (xi, yi), де кожна координата точки, як правило, має свій фізичний сенс, наприклад xi – зріст людини в сантиметрах, yi – її вага в кілограмах.  

Під час формалізації постановки задачі розглянемо двовимірну випадкову величину (X, Y), над якою проведено n незалежних випробувань 
і в результаті випробувань отримана вибірка – n пар чисел (координат точки):
(x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn),

де   xi – значення випадкової величини X у i-му випробуванні;
yi – значення випадкової величини Y у i-му випробуванні.
Необхідно знайти наближене зображення значень однієї з випадкових величин як функції значень другої випадкової величини.

Вибірковим рівнянням регресії Y на X ( y ( x ) називається рівняння, яке встановлює залежність змінної y від змінної x, тобто коли змінна y вважається функцією, а змінна x – аргументом: y = f (x), при цьому початковою інформацією є вибірка з n пар чисел.

Вибірковим рівнянням регресії X на Y ( x ( y ) називається рівняння x = φ (  у), у якому при тій же початковій інформації вже змінна x уважається функцією, а змінна  y – її аргументом.

Лінійною називається регресія у випадку, коли залежності f (x) і φ(  у) є лінійними функціями. Тоді рівняння регресії мають вигляд:
y = a ∙ x + b;  

x = c ∙ y + d.
Порядок розрахунку параметрів рівняння регресії розглянемо без виведення і для двох варіантів умов: при відсутності і при наявності збіжних точок у вибірці.

1. Нехай серед точок (xi, yi) вибірки збіжних точок немає. Для того щоб скласти вибіркове рівняння прямої лінії регресії, виконуються наступні розрахунки:

а) обчислюються середні значення величин: 
[image: image167.wmf]2
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і знаходяться середні квадратичні відхилення Sx = σx, Sy = σy із використанням формул, перерахованих з обліком доцільної послідовності їх застосування:
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б) обчислюється значення вибіркового коефіцієнту кореляції r:
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Нагадаємо, що вибірковий коефіцієнт кореляції характеризує рівень лінійного кореляційного зв’язку двох випадкових величин. Чим ближче | r | до одиниці, тим більш сильним є зв’язок двох величин, чим ближче | r |  до нуля, тим зв’язок слабше  (див. п. 3.2.12);

в) для одержання рівняння регресії Y на X: y = a ∙ x + b обчисляємо коефіцієнти  а  і  b даного рівняння за формулами:
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Для одержання рівняння регресії X на Y: x = c ∙ y + d обчисляємо коефіцієнти  с  і  d  даного рівняння за формулами:
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Обидві прямі лінії y = a ∙ x + b  і  x = c ∙ y + d проходять через точку (
[image: image173.wmf]y
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). Для зображення обох прямих ліній на одному графіку друге рівняння варто подати у вигляді:  y = x / с – d / с.
2. При великій кількості точок n у вибірці значення xi може зустрітися mi разів, значення уj може зустрітися nj разів. Та сама пара чисел (xi, yj) може зустрітися ni j разів. У цьому випадку вибірку зручно подати 
у вигляді кореляційної таблиці (див. табл. 4.15) так, що кількість повторень mi значень координат xi, кількість повторень nj значень координат уj і обсяг вибірки n дорівнюватимуть: 
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Таблиця 4.15

Вибіркове рівняння прямої лінії регресії знаходимо аналогічно першому випадку, розрахунки величин 
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 викону-ємо з урахуванням наявності повто-рюваних значень змінних за форму-лами:
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Кореляційна таблиця
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Якщо розглядається вибірка з генеральної сукупності безперервних випадкових величин X і Y, то кореляційна таблиця буде містити інтервали [ai–1, ai)  і  [bj–1, bj).

У цьому випадку для обчислення величин 
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 спочатку потрібно перейти до дискретних рядів, а потім виконати обчислення 
за розглянутими вище формулами.

Зауваження. Якщо значення координат точок (xi, yj) є дуже великими або дуже маленькими числами, то при обчисленні значень величин 
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 можна спочатку перейти до розглянутих раніше (див. п. 4.4) умовних варіантів ui і vj:

[image: image184.wmf]q

y

v

p

x

u

j

j

i

i

b

-

=

a

-

=

,


і знайти їх середні значення  
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 і Su, Sv, а потім знайти середні значення початкових координат 
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 та їх середніх квадратичних відхилень Sx, Sy:
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Перехід до умовних варіантів не змінює величину вибіркового коефіцієнту кореляції, тому          rxy = ruv = r .

Приклад. Знайти вибіркові рівняння прямих ліній регресії Y на  X  і  X на Y  за даними таблиці спостережень (див. табл. 4.16)

Таблиця 4.16

Таблиця спостережень

x
1,00
1,50
3,00
4,50
5,00

y
1,25
1,40
1,50
1,75
2,25

Розв’язання. Складемо розрахункову таблицю (див. табл. 4.17).
Таблиця 4.17

Розрахункова таблиця

i
xi
yj
xi2
yj2
xi   yj

1
1,00
1,25
1,00
1,56
1,25

2
1,50
1,40
2,25
1,96
2,10

3
3,00
1,50
9,00
2,25
4,50

4
4,50
1,75
20,25
3,06
7,88

5
5,00
2,25
25,00
5,06
11,25

∑
15,00
8,15
57,50
13,90
26,98

∑/n
3
1,63
11,5
2,779
5,395

За допомогою таблиці знаходимо оцінки середніх значень:
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Потім визначаємо значення середніх квадратичних відхилень:
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Знайдемо вибірковий коефіцієнт кореляції:
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Для вибіркового рівняння прямої лінії регресії Y на X, що має вигляд y = a ∙ x + b, обчислимо значення коефіцієнтів а і b за відомими формулами, одержимо:
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Остаточно вибіркове рівняння прямої лінії регресії Y на X  набуде вигляду:
y = 0,202 ∙ x + 1,024.

Для одержання рівняння регресії  X  на Y:    x = c ∙ y + d обчисляємо коефіцієнти  с  і d за формулами:
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Вибіркове рівняння прямої лінії регресії X  на Y набуде вигляду:
x = 4,122 ∙ y – 3,719.

Для побудови даного рівняння в тій же системі координат, що 
і рівняння регресії Y на X, скористаємося варіантом перерахунку 
y = x / с – d / с   і виразимо змінну  y  через змінну x, одержимо:
y = 0,242 ∙ x + 0,902.

4.10. Метод найменших квадратів

У ряді практичних задач обробки результатів вимірів, у тому числі значень випадкових величин, виникає необхідність згладженого подання значень однієї величини (наприклад, величини у), як функції іншої величини (наприклад, величини х). Одним із найбільш поширених способів такого наближеного зображення є метод найменших квадратів. 

За допомогою методу найменших квадратів розв’язується задача добору такої аналітичної залежності 
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, тобто щоб сума квадратів відхилень значень аналітичної залежності 
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Апроксимація за методом найменших квадратів виконується у два етапи: 

– на першому етапі вибирають вигляд 
[image: image202.wmf])
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 шуканої формули;
– на другому етапі для формули обраного вигляду “підбирають” значення параметрів  
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Процес добору полягає в одержанні системи з (m + 1)-го рівняння для визначення значень усіх (m + 1) параметрів 
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Виходячи з вимоги мінімізації відхилення значень 
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, система рівнянь формується шляхом відшукання похідних за кожним параметром (ak ) від рівняння (4.20) і прирівнювання їх до нуля:
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Розділивши ліву і праву частини на множник (–2), який “заважає”, одержимо:
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 – значення часткової похідної від функції 
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Для розв’зання системи рівнянь (4.21) потрібно задатися конкретним видом апроксимуючої функції 
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У цьому випадку 
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. Тоді рівняння (4.21) набуде вигляду:
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У цьому рівнянні розкриємо дужки і зробимо підсумовування, що доз-воляє одержати:
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Розділивши ліву і праву частини кожного рівняння на кількість точок n, одержимо:
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Доданки в цих виразах дорівнюють:
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і мають сенс оцінок математичних сподівань (mx, my), змішаного початкового другого моменту ((11) і початкового другого моменту ((2х ), тому система рівнянь для пошуку значень коефіцієнтів a0 і a1 може бути записана більш компактно:
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Звідки випливає, що в апроксимуючому поліномі (1 = a0 + a1x коефіцієнти a0 і a1 можна визначити за формулами:
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Аналогічно знаходяться параметри і для апроксимуючих функцій будь-якого іншого вигляду. Проте загального правила для вибору відповідного вигляду емпіричної формули не існує. Водночас, для найбільш поширених семи видів функцій існує процедура формальної оцінки їх придатності [15, с. 308].

Приклад. Для умов, розглянутих у попередньому прикладі (див. табл. 4.16), знайти лінійну апроксимацію залежності змінної y від змінної х 
за даними тієї ж таблиці спостережень, що повторюємо (див. табл. 4.18).

Таблиця 4.18

x
1,00
1,50
3,00
4,50
5,00

y
1,25
1,40
1,50
1,75
2,25

Розв’язання. Отримана раніше розрахункова таблиця має вигляд (див. табл. 4.19):
Таблиця 4.19

i
xi
yj
xi2
yj2
xi yj

1
1,00
1,25
1,00
1,56
1,25

2
1,50
1,40
2,25
1,96
2,10

3
3,00
1,50
9,00
2,25
4,50

4
4,50
1,75
20,25
3,06
7,88

5
5,00
2,25
25,00
5,06
11,25

(
15,00
8,15
57,50
13,90
26,98

(/n
3
1,63
11,5
2,779
5,395

Необхідні оцінки з таблиці були знайдені і мають такі значення:
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Отже, для лінійної апроксимації   y = a0 + a1 x   знаходимо: 
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Результуючий вираз має вигляд:   y = 1,024 + 0,202 ∙ х і цілком збігається з отриманим раніше рівнянням регресії Y на X:
y = 0,202 ∙ x + 1,024.

Графічне зображення цих ліній наведене на рис. 4.8.

Відзначимо, що лінія регресії  y ( x  у даному випадку має менший кут нахилу, ніж лінія регресії x ( y.  Читач може самостійно спробувати пояснити причину такого явища.


Питання і завдання для самоперевірки

1. Поясніть значення понять: довірчий інтервал, довірча ймовірність, рівень значущості. 

2. Як можна розрахувати значення довірчого інтервалу і довірчої ймовірності? 

3. Як можна оцінити необхідний обсяг вибірки?

4. Що означає перевірка статистичних гіпотез? 

5. У чому полягає критерій Пірсона і як він використовується при перевірці гіпотез?

6. Що називають вибірковим рівнянням прямої лінії регресії і як можна розрахувати коефіцієнти цього рівняння?

7. Для яких цілей використовується метод найменших квадратів? Поясніть порядок його застосування на прикладі лінійної апроксимації множини двовимірних точок. 
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Рис. 4.8. Лінії регресії
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Рис. 4.6. Емпірична �функція розподілу
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Рис. 4.7. Поняття “довірчий інтервал”
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Рис. 4.1. Полігон відносних �частот (див. табл. 4.3)
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Рис. 4.5. Емпірична функція розподілу, загальний випадок
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Рис. 4.4. Гістограма, загальний випадок
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Рис. 4.2. Полігон частот 


(див. табл. 4.3)
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