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Оптимизационные методы и модели: учеб. пособие для самостоят. изучения дисциплины / С. В. Михайленко, Е. В. Свищева ; Нар. укр. акад., [каф. информ. технологий и математики]. – Х. : Изд-во НУА, 2012. – 184 с. – (Математика для экономистов).

Пособие содержит задачи по курсу оптимизационных методов и моделей и охватывает разделы: линейное, целочисленное, дробно-линейное и нелинейное программирование. По каждой теме приводятся необходимые теоретические сведения и подробные решения типовых задач.

Для студентов экономических специальностей.
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введение

Экономика как наука об объективных причинах функционирования и развития общества еще со времен Адама Смита пользуется разнообразными количественными характеристиками, а потому вобрала в себя большое число математических методов.

Формирование оптимизационных методов как самостоятельной ветви прикладной математики относится к периоду 1940-х и 1950-х годов. Последующие полтора десятилетия были отмечены широким применением полученных фундаментальных теоретических результатов к разнообразным практическим задачам и связанным с этим переосмыслением потенциальных возможностей теории. Важный вклад в данную область внесли такие видные ученые, как Дж. Данциг, Дж. фон Нейман, Г. Кун, Д. Гейл, К. Эрроу, Р. Беллман, Р. Гомори, Т. Саати и др. Обращаясь к задачам и проблемам, составляющим предмет оптимизационных методов, нельзя не вспомнить о вкладе, внесенном в их решение Л. В. Канторовичем, ставшим в 1975 г. лауреатом Нобелевской премии за свои работы по оптимальному использованию ресурсов в экономике. Среди других специалистов, успешно работающих в этой области, безусловно, должны быть названы Е. С. Вентцель, М. К. Гавурин, Н. Н. Моисеев, Д. Б. Юдин. В результате оптимизационные методы приобрели черты классической научной дисциплины, без которой немыслимо базовое экономическое образование.

Курс «Оптимизационные методы и модели» занимает ключевую позицию в образовательных программах студентов большинства финансово-экономических специальностей. Это объясняется тем, что в процессе его освоения у учащихся должно сформироваться понимание принципов, лежащих в основе оптимизационных подходов в экономике, также они должны познакомиться с основными классами экономико-оптимизационных моделей, формулируемых в рамках этих моделей задач и соответствующих методах поиска их решений. Все эти вопросы образуют своеобразный фундамент, необходимый в современных условиях любому квалифицированному специалисту в области экономики и финансов.

Непременным условием успешного усвоения тем, составляющих содержание данного курса, является овладение базовыми понятиями и фактами из курсов математического анализа (дифференциального исчисления) и линейной алгебры.

В данном учебном пособии изложен материал, позволяющий получить довольно полное представление о возможностях практического использования оптимизационных методов при решении конкретных экономических задач. Это пособие предназначено прежде всего для тех, кто самостоятельно изучает указанные вопросы и желает приобрести необходимые навыки в решении практических задач.

Весь материал пособия разбит на параграфы. В начале каждого параграфа помещены определения, формулы и другие краткие теоретические сведения и методические указания, необходимые для решения приведенных задач. Затем дается подробное решение типовых задач с краткими пояснениями теоретических положений. В каждом параграфе приводятся задачи для самостоятельного решения, к которым даны ответы.

Большинство задач носит условный характер, а числовые параметры подобраны так, чтобы при решении задач можно было обойтись наиболее простыми вычислениями.

Дополнительные сведения из теории, а также дополнительные задачи для самостоятельного решения можно получить из книг, приведенных в списке литературы.

Пособие написано в полном соответствии с программой по курсу «Оптимизационные методы и модели». Оно рассчитано как на студентов очной формы обучения, так и на студентов-заочников.

Таким образом, данное учебное пособие может быть использовано как справочник, решебник и в то же время как задачник, что весьма удобно для студентов и предоставляет им широкие возможности для активной самостоятельной работы.

УЧЕБНАЯ ПРОГРАММА ДИСЦИПЛИНЫ

Основные темы и содержание учебного курса
1. Общая постановка задачи линейного программирования. Стандартная форма записи задачи линейного программирования. Задача планирования.

2. Свойства решений задач линейного программирования.

3. Графический метод решения задач линейного программирования (n = 2;  n > 2).

4. Основная идея симплексного метода. Составные части симплексного метода. Метод построения допустимого базисного решения. Направленный переход от одного допустимого базисного решения к другому.

5. Симплексный метод с естественным базисом. Симплексная таблица и порядок ее заполнения. Анализ процесса решения задачи линейного программирования симплексным методом в случае естественного базиса.

6. Симплексный метод с искусственным базисом. Симплексная таблица и порядок ее заполнения. Анализ процесса решения задачи линейного программирования симплексным методом в случае искусственного базиса.

7. Понятие о двойственных задачах. Правила построения двойственных задач. Виды математических моделей двойственных задач. Первая и вторая теоремы двойственности.

8. Транспортная задача. Методы построения начального опорного плана. Метод потенциалов. Задачи транспортного типа.

9. Целочисленное программирование. Метод Гомори.

10. Дробно-линейное программирование. Решение задач графическим методом (n = 2). Сведение задачи дробно-линейного программирования к задаче линейного программирования.

11. Элементы нелинейного программирования.
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Основные требования к знаниям и умениям 
студентов

Изучив курс, студент должен знать:
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типы задач, решаемых оптимизационными методами;
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геометрическую интерпретацию задач линейного программирования;
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основные идеи симплексного метода;
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экономическую интерпретацию двойственных задач;
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I и II теоремы двойственности;
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основные идеи двойственного симплексного метода;
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постановку транспортной задачи и ее экономический смысл;
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экономическую интерпретацию задачи дробно-линейного программирования;
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постановку задачи нелинейного программирования;

уметь:
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строить математические модели простейших экономических задач;
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решать задачи линейного, целочисленного, дробно-линейного и нелинейного программирования графическим методом (n = 2);
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решать задачи линейного программирования симплексным методом;
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строить для данной задачи двойственную и искать ее решение при помощи I и II теорем двойственности;
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решать задачи линейного программирования двойственным симплексным методом;
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находить начальное допустимое базисное решение (ДБР) транспортной задачи методами северо-западного угла и минимального элемента;
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находить оптимальное решение при помощи метода потенциалов;
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сводить транспортную задачу открытого типа к транспортной задаче закрытого типа;
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решать задачи целочисленного программирования методом Гомори;
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сводить задачу дробно-линейного программирования к задаче линейного программирования;
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решать задачи безусловной оптимизации;
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решать задачи условной оптимизации при помощи множителей Лагранжа.
1. ОБЩАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО программирования. Построение математических моделей простейших экономических задач
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Линейное программирование (ЛП) - это область математики, разрабатывающая теорию и методы решения задач нахождения экстремума (max или min) линейной функции многих переменных при наличии линейных ограничений, т.е. линейных равенств или неравенств, связывающих эти переменные. К задачам ЛП сводится широкий круг вопросов планирования экономических процессов, где ставится задача поиска наилучшего решения.
Задача линейного программирования формулируется следующим образом: найти экстремум (минимум или максимум) функции 
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 при следующих ограничениях:
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Все m ограничений могут быть и одного типа, т. е. все равенствами или все неравенствами.

Функция Z, для которой определяется экстремальное значение, называется целевой или функцией цели.

Допустимым решением (планом) задачи ЛП называется вектор X = (x1, x2, …, xn), удовлетворяющий всем ее ограничениям.

Оптимальным решением (оптимальным планом) задачи ЛП называется такое допустимое решение, при котором целевая функция достигает своего экстремума.

Методы линейного программирования используются в экономике очень широко, но прежде чем применять эти методы, необходимо построить математическую модель экономической задачи. Под математической моделью понимаем абстрактную запись основных закономерностей экономического процесса или явления, выраженную с помощью математических формул и соотношений.

Рассмотрим пример содержательной постановки задачи ЛП и построения ее математической модели.
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пример

1. Предприятие изготовляет женские костюмы, платья, брюки и пиджаки из тканей двух видов. Известно, что количество ткани, отпускаемое на одну смену (8 часов), составляет 200 м ткани I вида и 50 м ткани II вида. Производство швейного изделия состоит из раскроя и пошива изделия. На участке раскроя работают 9 человек, на пошиве изделия – 15 человек. Расход ткани каждого вида на пошив одного швейного изделия, трудозатраты и прибыль от реализации одного изделия показаны в следующей таблице:

	
	Костюм
	Платье
	Брюки
	Пиджак

	Ткань I (м)
	1,8
	1,5
	1,2
	1,3

	Ткань II (м)
	0,6
	0,4
	–
	0,2

	Раскрой (мин)
	70
	60
	30
	50

	Пошив (мин)
	90
	80
	60
	80

	Прибыль от единицы продукции (ден. ед.)
	30
	20
	15
	20


Определить план изготовления продукции за одну смену, обеспечивающий наибольшую прибыль от ее реализации. Составить математическую модель задачи.

РЕШЕНИЕ.

Для построения математической модели задачи введем следующие обозначения: х1 – количество костюмов, х2 – количество платьев, х3 – количество брюк, х4 – количество пиджаков, которые может изготовить швейное предприятие за смену. Прибыль, полученную предприятием от всей этой продукции, можно записать в виде:

Z = 30x1 + 20x2 + 15x3 + 20x4.

Рассмотрим ограничения, которым должны удовлетворять переменные xj, 
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Для изготовления швейных изделий используется ткань двух видов. Потребление ткани не должно превышать ее запасов. Это можно записать в виде неравенств:

1,8х1 + 1,5х2 + 1,2х3 + 1,3х4 ( 200 (ткань I вида),

0,6х1 + 0,4х2 +          + 0,2х4 ( 50 (ткань II вида).

В условии задачи задано, сколько минут занимает раскрой одного швейного изделия. Для раскроя всей продукции требуется:

(70х1 + 60х2 + 30х3 + 50х4) минут.


На участке раскроя работают 9 человек. Каждый из них работает 8 часов, т. е. 480 минут. Требуемое для раскроя всей продукции время не должно    

превышать 9 ( 480 = 4320 минут. Это можно записать в виде неравенства:

70х1 + 60х2 + 30х3 + 50х4 ( 4320
(
7х1 + 6х2 + 3х3 + 5х4 ( 432.

Рассматривая время, необходимое для пошива всей продукции, и учитывая, что пошивом занимается 15 человек (каждый 8 часов), получим ограничение:

90х1 + 80х2 + 60х3 + 80х4 ( 15 ( 480  
(
9х1 + 8х2 + 6х3 + 8х4 ( 720.

По смыслу задачи все переменные xj не могут быть отрицательными. Таким образом, математическая модель задачи запишется в виде:

Z = 30x1 + 20x2 + 15x3 + 20x4  (  max
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ЗАДАЧИ для самостоятельного решения

Построить математические модели задач с номерами 2 – 8.

2. Автомобильный завод выпускает грузовики трех типов – А, Б и В, причем прибыль от реализации одного грузовика составляет соответственно 1800, 2300 и 7000 денежных единиц.

В таблице приведены производственные мощности отдельных участков по выпуску грузовиков:

	Производственные
участки
	Количество машин в год

	
	А
	Б
	В

	Подготовка производства
	180
	150
	120

	Кузовной цех
	120
	180
	160

	Шасси
	180
	160
	120

	Двигатели
	200
	150
	120

	Сборочный цех
	240
	200
	100

	Испытания
	200
	200
	110


Определить план выпуска грузовиков, максимизирующий прибыль завода, если машин типа А нужно произвести не более 40.

3. Для откорма животных на ферме в их еженедельный рацион необходимо включать не менее 33 единиц питательного вещества А, 22 единиц питательного вещества В и 12 единиц питательного вещества С. Для откорма используются 3 вида кормов. Данные о содержании питательных веществ и стоимость одной весовой единицы каждого из кормов помещены в таблице:

	
	А
	В
	С
	Стоимость 1 кг (ден. ед.)

	В 1 кг корма 1
	4
	3
	1
	0,9

	В 1 кг корма 2
	3
	2
	1
	0,7

	В 1 кг корма 3
	2
	1
	2
	0,4


Составить наиболее дешевый рацион, при котором каждое животное получало бы необходимое количество питательных веществ А, В, С.

4. Имеется две почвенно-климатические зоны, площади которых соответственно равны 0,8 и 0,6 млн. га. Определить размеры посевных площадей озимых и яровых зерновых культур, необходимых для достижения максимального выхода продукции в стоимостном выражении. Урожайность культур по зонам и стоимость 1 ц зерна приведены в таблице. Необходимо произвести озимых не менее 20 млн. ц и яровых не менее 6 млн. ц.

	
	Урожайность, ц/га
	Стоимость 1 ц, ден. ед.

	
	I зона
	II зона
	

	Озимые
	20
	25
	80

	Яровые
	25
	20
	70


5. Произвести распил пятиметровых бревен на брусья размерами 1,5 м; 2,4 м; 3,2 м в соотношении 7 : 3 : 5 так, чтобы минимизировать общую сумму отходов, если на распил поступило 1000 бревен.

6. Редакция, выпускающая плакатную продукцию, должна распределить работу между четырьмя художниками. Оплата труда художников не должна превышать 8000 ден. ед.; количество бумаги, отпущенной художникам, не более 1000 листов, а объем затраченных красок – не более 100 литров. Удельные затраты ресурсов показаны в таблице:

	[image: image643.bmp]                                               Художники

Показатели
	I
	II
	III
	IV

	Оплата каждого художника,

ден. ед./плакат
	50
	30
	45
	20

	Расход бумаги каждого художника,

лист/плакат
	15
	20
	10
	17

	Затраты красок художником, литр/плакат
	0,5
	0,2
	0,7
	0,2


Сколько плакатов надо заказать каждому художнику, чтобы, уложившись в лимитированные ресурсы, они нарисовали максимальное число плакатов?

7. Предприятие может выпускать продукцию по трем технологическим отработанным способам производства. При этом за 1 час по I способу производства оно выпускает 20 единиц продукции, по II – 25 единиц, по III – 30 единиц продукции. Количество производственных факторов, расходуемых за час при различных способах производства, и располагаемые ресурсы этих факторов представлены в следующей таблице:

	Способ производства
	Факторы

	
	сырье
	станочный парк
	рабочая сила
	энергия
	транспорт
	прочие расходы

	1
	2
	3
	7
	2
	1
	4

	2
	1
	4
	3
	1
	0
	2

	3
	3
	2
	4
	3
	1
	1

	Располагаемые ресурсы, факторы
	60
	80
	70
	50
	40
	50


Спланировать работу предприятия из условия получения максимума продукции, если известно, что общее время работы предприятия составляет 30 часов.

8. Стандартом предусмотрено, что октановое число автомобильного бензина А-76 должно быть не ниже 76, а содержание серы в нем – не более 0,3%. Для изготовления такого бензина на заводе используется смесь из 4-х компонентов. Данные о ресурсах смешиваемых компонентов, их стоимости и их октановом числе, а также о содержании серы приведены в таблице:

	Характеристика
	Компонент автомобильного бензина

	
	№ 1
	№ 2
	№ 3
	№ 4

	Октановое число
	68
	72
	80
	90

	Содержание серы, %
	0,35
	0,35
	0,3
	0,2

	Ресурсы, т
	700
	600
	500
	300

	Стоимость, ден. ед./т
	40
	45
	60
	90


Требуется определить, сколько тонн каждого компонента следует использовать для получения 1000 т автомобильного бензина А-76, чтобы его стоимость была минимальной.
[image: image644.wmf]2. графический метод

При помощи графического метода решаются задачи двух типов.

Рассмотрим эти два случая.

I. Пусть задача линейного программирования задана в двумерном пространстве, т. е. целевая функция Z зависит от двух переменных и все ограничения содержат также только две переменные:

Z = c1x1 + c2x2  (  min (max)
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Ограничения могут быть заданы и в виде неравенств со знаком (.

Графический метод решения задач линейного программирования состоит из следующих шагов:

1) строим на плоскости в декартовой прямоугольной системе координат область допустимых решений задачи. Каждое неравенство определяет некоторую полуплоскость. Область допустимых решений задачи – это пересечение всех полученных полуплоскостей. Область допустимых решений может быть пустой, если система ограничений несовместна, выпуклым многоугольником или неограниченной выпуклой областью;

2) записываем вектор grad Z = (c1, c2) и строим его. Для этого можно взять точку (0; 0) – начало вектора, а точку (c1, c2) – конец вектора. Если числа c1, c2 очень большие или очень маленькие, т. е. неудобные для построения, то можно строить не grad Z, а k ( grad Z, где k – любое положительное число.

Вектор grad Z направлен в сторону наибольшего возрастания функции;

3) линии уровня функции Z – это геометрическое место точек, в которых функция Z принимает постоянное значение. Если Z = c1x1 + c2x2, то линии уровня – это прямые c1x1 + c2x2 = (, причем эти прямые перпендикулярны вектору grad Z.

Строим какую-либо линию уровня и передвигаем ее параллельно самой себе (перпендикулярно вектору grad Z) в направлении области допустимых решений. Экстремальные точки (если они существуют) будут определяться предельными положениями линии уровня. Предельными положениями линии уровня считают такие положения, при которых линия уровня пересекает область допустимых решений только лишь в ее граничных точках;

4) находим координаты экстремальных точек функции и значение целевой функции в них. Записываем ответ. Если вектор grad Z перпендикулярен прямой, ограничивающей область допустимых решений, то предельное положение линии уровня в случае ограниченной области совпадает с отрезком. В этом случае экстремальной точкой является любая точка на этом отрезке. Находим координаты концов отрезка А
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]
Заметим, что аналогично можно решать простейшие задачи трехмерного пространства, но это делают редко, т. к. трудно построить область допустимых решений задачи, которая получается в результате пересечения полупространств.
[image: image645.wmf]
пример

9. Фирма выпускает два вида мороженого: сливочное и шоколадное. Для изготовления мороженого используются два исходных продукта – молоко и наполнители, расходы которых на 1 кг мороженого и суточные запасы даны в таблице:

	Исходный продукт
	Расход исходного продукта на 1 кг мороженого (кг)
	Запас исходного продукта (кг)

	
	сливочное
	шоколадное
	

	молоко
	0,8
	0,5
	400

	наполнители
	0,4
	0,8
	365


Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на сливочное мороженое превышает спрос на шоколадное мороженое не более чем на 100 кг. Кроме того, установлено, что спрос на шоколадное мороженое не превышает 350 кг в сутки. Розничная цена 1 кг сливочного мороженого 16 ден. ед., шоколадного – 14 ден. ед. Какое количество каждого вида мороженого должна производить фирма, чтобы доход от реализации продукции был максимальный?

решение.

Составим математическую модель задачи. Обозначим через 
х1 – планируемый суточный объем выпуска сливочного мороженого, через х2 – шоколадного мороженого (кг). Тогда стоимость всей продукции можно записать в виде   Z = 16x1 + 14x2.

Требуется найти такие значения переменных х1 и х2, при которых Z принимает максимальное значение.


Запасы исходных продуктов ограничены. Это можно записать в виде неравенств:

0,8х1 + 0,5х2 ( 400  (молоко);

0,4х1 + 0,8х2 ( 365  (наполнители).


По условию суточный спрос на сливочное мороженое превышает спрос на шоколадное мороженое не более чем на 100 кг. Это записывается в виде неравенства  х1 – х2 ( 100.


Кроме того, х2 ( 350 (спрос на шоколадное мороженое не превышает 350 кг в сутки). Учитывая, что х1 ( 0, х2 ( 0, получим математическую модель задачи:

Z = 16x1 + 14x2  (  max
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Строим область допустимых решений задачи. Рассмотрим первое неравенство 

0,8х1 + 0,5х2 ( 400.

Прямую 0,8х1 + 0,5х2 = 400 строим по любым двум точкам:

	х1
	500
	300
	.

	х2
	0
	320
	


Эта прямая делит плоскость на две части, в одной из которых неравенство выполняется, в другой нет. Берем любую точку, не лежащую на прямой, например, начало координат. Подставляя х1 = 0, х2 = 0 в неравенство, получаем 0 ( 400. Неравенство справедливое. Следовательно, точка (0; 0) лежит в той полуплоскости, которая нас интересует. Аналогично строим полуплоскости, рассматривая остальные неравенства. Пересечение всех полуплоскостей в рассматриваемом примере дает многоугольник ABCDEF.

[image: image646.wmf][image: image647.wmf]


В данном примере grad Z = (16; 14).

Так как нас интересует только направление grad Z, а не его модуль, для удобства построения берем вектор 10 ( grad Z = (160; 140).

Строим какую-либо линию уровня (перпендикулярно grad Z) и, передвигая ее параллельно самой себе, находим предельное положение, определяющее экстремальную точку, в которой Z принимает максимальное значение. 

В данном случае это точка D. Точка D лежит на пересечении первой и второй прямых, поэтому ее координаты получим, решая систему уравнений:
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    (    D(312,5; 300).

Итак,  Zmax = 9200,  Хопт = (312,5; 300).

Таким образом, максимальный доход 9200 ден.ед. фирма получит, если будет выпускать в сутки 312,5 кг сливочного мороженого и 300 кг шоколадного мороженого.

ЗАДАЧИ для самостоятельного решения


Задачи с номерами 10–27 решить графическим методом.

10. Z = 3x1 + 2x2   (   min (max)
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11. Z = 2x1 + x2   (   min (max)
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12. Z = 2x1 + 2x2   (   min (max)
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13. Z = 3x1 – 3x2   (   min (max)
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14. Z = x1 + x2   (   min
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15. Z = –x1 – x2   (   max
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16. Z = 2x1 – 2x2   (   max
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17. Z = –x1 + x2   (   min
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18. 1) Z = x1 + x2   (   min (max);

2) Z = –x1 + 2x2   (   min (max);
3) Z = –2x1 – x2   (   min (max);
4) Z = 3x1 – x2   (   min (max);
5) Z = x1 + 3x2   (   min (max).
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19. Z = 2x1 + (x2   (   max

[image: image43.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

³

£

+

£

+

-

.

0

,

0

,

12

2

,

3

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x


20. Z = –x1 + (x2   (   max
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21. Пусть собственные средства банка составляют 100 млн. грн. Часть этих средств, но не менее 35 млн. грн, должна быть размещена в кредитах. Ценные бумаги должны составлять не менее 30% средств, размещенных в кредитах и ценных бумагах. Доходность кредитов 15%, ценных бумаг – 10%. Как должны быть размещены средства банка, чтобы его прибыль была максимальной?

22. Саша – студент второго курса. Он пришел к выводу, что одна только учеба, без ежедневной игры в футбол, плохо влияет на его умственное, нравственное и физическое развитие. Поэтому он решил распределить свое дневное время (не более 10 часов) для учебы и игры в футбол. Привлекательность игрового времени он оценивает в 2 раза выше, чем привлекательность времени, затраченного на учебу. Но, имея совесть и чувство долга, Саша решил, что время игры не должно превышать время учебы. Кроме того, он заметил, что если выполнять все учебные задания, на игру останется не более 4 часов в день. Помогите Саше распределить свое дневное время так, чтобы он получал максимум удовольствия и от учебы, и от игры.

23. Оборудование завода позволяет выпускать пиво в трех видах тары: стеклянной в количестве 800 л в день, жестяной в количестве 1000 л или пластиковой в количестве 500 л в течение дня. Допускается комбинация производства пива в разных типах тары в пределах мощности завода. Найти производственную программу предприятия, максимизирующую прибыль, если себестоимость 100 л пива составляет: в стеклянной таре 140 ден. ед., в жестяной – 160 ден. ед., а пластиковой – 100 ден. ед. Отпускная цена независимо от тары составляет 2,4 ден. ед. за 1 литр.

24. Небольшая птицеферма должна рассчитать оптимальный рацион для откорма выращиваемых ею цыплят. В наличии имеется два вида корма: зерно и соевые бобы. Содержание питательных веществ и стоимость 1 кг корма даны в таблице:

	Корм
	Содержание питательных веществ, %
	Стоимость 1 кг корма, (ден. ед.)

	
	белок
	клетчатка
	

	Зерно
	10
	2
	0,8

	Соевые бобы
	50
	8
	1,8


Готовая смесь должна содержать не менее 20% белка и не более 5% клетчатки. Определить массу каждого из двух видов кормов, образующих рацион минимальной стоимости, если каждый цыпленок должен получать в день не менее 500 г смеси.

25. Из пункта А в пункт В ежедневно отправляются пассажирские и скорые поезда. В таблице указаны наличный парк вагонов разных типов, из которых ежедневно можно комплектовать данные поезда и количество пассажиров, вмещающихся в каждом из вагонов:

	Вагон
	Поезд
	Число пассажиров
	Парк вагонов

	
	скорый
	пассажирский
	
	

	Багажный
	1
	1
	–
	12

	Почтовый
	1
	–
	–
	8

	Жесткий плацкартный
	5
	8
	54
	81

	Купейный
	6
	4
	36
	70

	Мягкий
	3
	1
	18
	26


Определить оптимальное число скорых и пассажирских поездов, при которых число перевозимых пассажиров достигает максимума.

26. Фирма имеет возможность рекламировать свои изделия по радио и телевидению. Затраты в бюджете фирмы на рекламу ограничены величиной 1200 ден. ед. в месяц. Каждая минута радиорекламы стоит 10 ден. ед., а телерекламы – 100 ден. ед. Фирма хочет использовать радиоканал по крайней мере в 2 раза чаще, чем телеканал. Известно, что одна минута телерекламы дает в 25 раз больше сбыта изделий, чем одна минута радиорекламы. Найти оптимальное распределение финансовых средств, которые отпускаются ежемесячно на рекламу.

27. Фирма изготовляет два вида красок: для внутренних и наружных работ. Для их производства используют пигмент и олифу. Расход исходных продуктов и максимальные суточные запасы указаны в таблице:

	Исходный продукт
	Расход на 1 т краски
	Суточный запас, т

	
	Для внутр. работ, т
	для наружн. работ, т
	

	Пигмент
	1
	2
	6

	Олифа
	2
	1
	8


Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на краску для внутренних работ не меньше, чем на краску для наружных работ, однако не может превосходить его более чем на 3 т в сутки. Цена продажи 1 т краски для внутренних работ – 2000 ден. ед., для внешних – 4000 ден. ед. Какое количество краски каждого вида должна производить фирма, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?

II. С помощью графического метода может быть решена задача линейного программирования, система ограничений которой содержит n неизвестных и m линейно независимых уравнений, причем n – m = 2.

Используя метод полного исключения, производим m исключений (делаем m шагов), в результате чего получаем общее решение системы ограничений. Базисных переменных m, свободных переменных n – m = 2. Таким образом, все переменные выражаются через две свободные переменные. Функцию цели Z = с1х1 + с2х2 +...+ сnxn также выражаем через эти две свободные переменные, используя Хобщ.
После этого можем записать задачу первого типа, эквивалентную исходной. Решаем эту задачу графическим методом. В результате получаем экстремальное значение Z и соответствующие значения свободных переменных. С помощью общего решения находим значения базисных переменных и записываем Хопт.

Рассмотрим пример.


пример

28. Для производства продукции 5 видов предприятие использует 3 вида сырья. Нормы расхода сырья каждого вида на производство всех видов продукции, запасы сырья и прибыль, получаемая от реализации единицы каждого вида продукции, приведены в таблице:

	                        Продукция

Сырье
	Р1
	Р2
	Р3
	Р4
	Р5
	Запасы сырья

	S1
	1
	3
	2
	–
	1
	200

	S2
	2
	1
	–
	1
	1
	200

	S3
	–
	1
	2
	1
	1
	100

	Прибыль (ден.ед.)
	1
	2
	3
	1
	2
	


Найти план производства продукции, обеспечивающий максимальную прибыль при условии, что данное предприятие будет переориентировано на выпуск продукции из другого вида сырья и, следовательно, данные запасы сырья должны быть полностью использованы.
решение

Составим математическую модель рассматриваемой задачи. Обозначим через xj (
[image: image45.wmf]5

,

1

=

j

) план производства j-й продукции. Тогда прибыль, получаемую от реализации всей продукции, можно записать в виде:

Z = x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + 2x5.

Требуется найти такой план выпуска продукции Х = (х1, х2, х3, х4, х5), при котором Z принимает максимальное значение.

Для производства продукции используется три вида сырья. Потребление сырья должно быть равно их запасам, т. к. по условию задачи запасы сырья должны быть полностью использованы. Связь между использованием сырья и их запасами выразится системой уравнений:
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Система уравнений в соответствии с экономическим смыслом задачи должна быть дополнена условиями неотрицательности переменных xj (
[image: image47.wmf]5

,

1

=

j

).

Таким образом, получена математическая модель задачи:

Z = x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + 2x5   (  max
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В данном случае число переменных n = 5, число уравнений m = 3, 
n – m = 2. Используем метод полного исключения. 

Все вычисления оформляем в виде таблицы.

	1
	3
	2
	0
	1
	200

	2
	1
	0
	(
	1
	200

	0
	1
	2
	1
	1
	100

	1
	3
	2
	0
	(
	200

	2
	1
	0
	1
	1
	200

	–2
	0
	2
	0
	0
	–100

	1
	3
	2
	0
	1
	200

	1
	–2
	–2
	1
	0
	0

	–2
	0
	(
	0
	0
	–100

	3
	3
	0
	0
	1
	300

	–1
	–2
	0
	1
	0
	–100

	–1
	0
	1
	0
	0
	–50


Переменные x3, x4, x5 – базисные, x1, x2 – свободные. Записываем общее решение системы: 
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Выражаем функцию Z через свободные переменные x1, x2. Для этого в исходную функцию Z = x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + 2x5 подставляем: x3 = –50 + x1; x4 = –100 + x1 + 2x2; x5 = 300 – 3x1 – 3x2. Получаем: Z = x1 + 2x2 + 3 (–50 + +x1)+ (–100 + x1 + 2x2) + 2(300 – 3x1 – 3x2) = –x1 – 2x2 + 350. 
Так как по условию xj ( 0, 
[image: image50.wmf]5

,

1

=

j

, исходную задачу можем заменить следующей:



Z = –x1 – 2x2 + 350    (   max
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Получили задачу первого типа, решение которой было рассмотрено выше. Строим область допустимых решений и grad Z. В данном примере grad Z = (–1; –2). Для удобства построения вместо grad Z строим вектор 
10 grad Z = (–10, –20).


Функция Z принимает максимальное значение на отрезке АC 

Точка А имеет координаты х1= 50; х2= 25т. е.  А(50; 25).

Точка Cимеет координаты х1= 100; х2= 0, т. е.  C(100, 0).

Подставляя эти координаты в общее решение, получим два оптимальных решения Х1 и Х2:

Х1 = (50; 25; 0; 0; 75);
  Х2 = (100; 0; 50; 0; 0);

Zmax = 250.

Оптимальным решением будет любое решение вида:

Х = tХ1 + (1 – t)Х2 = t(50; 25; 0; 0; 75) + (1 – t)(100; 0; 50; 0; 0) = 

= (100 – 50t; 25t; 50 – 50t; 0; 75t), где 0 ( t ( 1.

Таким образом, Zmax = 250.

Хопт. = (100 – 50t; 25t; 50 – 50t; 0; 75t),   0 ( t ( 1.


ЗАДАЧИ для самостоятельного решения

Задачи с номерами 29–41 решить графическим методом.

29. Z = x1 + x2 + x3 + x4  (  min
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30. Z = x1 + 4x2 + x3 + x4  (  max


[image: image54.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

³

=

-

+

-

=

+

+

+

.

4

,

1

,

0

,

0

4

2

,

3

2

4

3

2

1

4

3

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


31. Z = 2x1 – x2 + 3x3 – 2x4  (  max
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32. Z = 2x1 + 2x3 – x4 – 1  (  max
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33. Z = 3x1 + 2x2 + x3 + x4 + х5  (  max
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34. Z = –3x1 + x4 + 1  (  min
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35. Z = x1 – x2   (  max
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36. Z = 10x1 – x2 + x3 – 6x4 – х5  (  min
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37. Z = x1 + 3x2   (  max

[image: image61.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

+

-

=

+

-

-

=

+

+

+

=

+

+

-

.

6

,

1

,

0

,

36

6

,

9

3

2

,

25

2

2

,

10

2

4

3

2

5

3

2

1

6

4

2

1

6

5

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


38. Для изготовления определенного сплава из свинца, цинка и олова используется сырье в виде следующих пяти сплавов из тех же металлов, отличающихся составом и стоимостью 1 кг:

	Металлы
	Содержание в сплавах (%)

	
	I
	II
	III
	IV
	V

	Свинец
	20
	20
	40
	40
	60

	Цинк
	20
	40
	20
	60
	20

	Олово
	60
	40
	40
	–
	20

	Стоимость (ден. ед.)
	30
	40
	40
	50
	40


Определить, в каких соотношениях нужно взять сплавы, чтобы изготовить сплав минимальной стоимости и содержащий 40% свинца, 40% цинка и 20% олова.

39. Для изготовления брусьев трех размеров: 0,6 м, 1,5 м и 2,5 м в соотношении 2 : 1 : 3 на распил поступают бревна длиной в 3 м. Определить план распила, обеспечивающий максимальное число комплектов.

40. Фирма имеет капитал 200 000 ден. ед, которые могут быть вложены в два инвестиционных проекта: проект А гарантирует получение прибыли в размере 60% от вложенных в проект средств ежегодно, а проект В – прибыли в размере 200%, однако только через 2 года после размещения денег. Как необходимо распорядиться капиталом, чтобы получить максимальный доход в конце третьего года инвестирования?

41. С двух заводов поставляются автомобили для трех автохозяйств, потребности которых соответственно 50, 70, 60 автомобилей. Первый завод выпустил 100 автомобилей, а второй – 80. Известно, что затраты на перевозку 1 автомобиля с первого завода в автохозяйства соответственно равны 2, 3, 1 ден. ед., а со второго завода – 1, 2, 1 ден. ед. Найти оптимальный план перевозок, минимизирующий затраты на перевозку автомобилей.


ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ

1. Что называется допустимым и оптимальным решениями задачи ЛП?

2. Какие задачи ЛП можно решать графическим методом?

3. Какая область называется областью допустимых решений?

4. Что такое градиент функции и что он показывает?

5. В чем заключается сущность графического метода решения задач ЛП?

6. Как определить по рисунку, что задача имеет: а) единственное решение; б) бесчисленное множество решений; в) не имеет решения?

3. Симплексный метод

Симплексный метод представляет собой вычислительную процедуру, в основе которой лежит упорядоченный перебор допустимых базисных решений (ДБР), при котором на каждом шаге осуществляется приближение к оптимальному решению.

Перед решением задачи симплексным методом ее необходимо привести к стандартному виду. Задача линейного программирования называется стандартной, если в ней: а) целевая функция на минимум; б) все переменные неотрицательные; в) все основные ограничения являются равенствами с неотрицательными правыми частями. Таким образом:
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Любую задачу линейного программирования можно привести к стандартному виду. От задачи на максимум переходим к задаче на минимум, используя формулу maxZ = –min(–Z). Если правая часть основного ограничения отрицательная, то обе части ограничения умножим на (–1). Неравенства с помощью дополнительных переменных преобразуем в равенства.

3.1. Симплексный метод с естественным базисом

Рассмотрим простейший случай, когда после приведения к стандартному виду матрица основных ограничений содержит единичные вектор-столбцы, образующие базис. Рассмотрим применение метода на конкретном примере.


пример

42. Нефтеперерабатывающий завод получил три полуфабриката: 100 тысяч литров крекинг-бензина, 400 тысяч литров бензина прямой перегонки и 360 тысяч литров изопентона. В результате смешивания этих трех компонентов в разных пропорциях образуются три сорта авиационного бензина: бензин А – 2 : 2 : 6, бензин В – 0 : 4 : 1, бензин С – 2 : 4 : 4. Стоимость 1 тысячи литров указанных сортов бензина равна 1600, 600 и 1400 ден. ед. соответственно. Определить план производства бензина, при котором будет достигнута максимальная стоимость всей продукции.

решение.

Составим математическую модель рассматриваемой экономической задачи. Обозначим через х1 планируемое количество единиц бензина А, через х2 – бензина В, через х3 – бензина С (в тысячах литров). Тогда стоимость всей продукции можно записать в виде:

Z = 1600x1 + 600x2 + 1400x3.

Целью задачи является нахождение значений х1, х2, х3, при которых Z принимает максимальное значение.

По условию задачи каждый бензин получается в результате смешивания трех компонентов. Поэтому х1 единиц бензина А содержит 
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 изопентона. Аналогично х2 единиц бензина В содержит 
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 изопентона, а х3 единиц бензина С содержит 
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 крекинг-бензина, 
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 изопентона. Количество использованного полуфабриката не должно превышать имеющегося в наличии на заводе.

Это можно записать в виде неравенств:
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Исходя из экономического смысла задачи переменные xj, 
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 могут принимать только неотрицательные значения.

Таким образом, получили математическую модель задачи:

Z = 1600x1 + 600x2 + 1400x3  (  max
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Функцию Z можно записать в виде:

Z = 200(8x1 + 3x2 + 7x3).

Очевидно, что Z и Z1 = 8x1 + 3x2 + 7x3 принимают максимальные значения при одних и тех же значениях переменных, поэтому целесообразно для упрощения вычислений использовать функцию Z1.

Преобразуя неравенства и используя Z1, получим задачу:

Z1 = 8x1 + 3x2 + 7x3  (  max

[image: image75.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

³

£

+

+

£

+

+

£

+

.

3

,

1

,

0

,

1800

2

3

,

2000

2

4

,

500

3

2

1

3

2

1

3

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Приводим задачу к стандартному виду. Вместо нахождения максимума функции Z1 находим минимум функции –Z1 = –8x1 – 3x2 – 7x3.

Все основные ограничения – неравенства. И так как левые части ограничений не превышают правых частей, неравенства превращаем
в равенства, добавляя к левой части каждого ограничения неотрицательную дополнительную переменную.

После этих преобразований имеем задачу:

Z2 = –Z1 = –8x1 – 3x2 – 7x3  (  min
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Для решения задачи симплексным методом необходимо найти исходное допустимое базисное решение (ДБР). Выпишем матрицу системы основных ограничений и вектор B правых частей:
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Единичные векторы А4, А5, А6 образуют базис трехмерного пространства. Переменные х4, х5, х6 – базисные; х1, х2, х3 – свободные. Полагая свободные переменные в ограничениях равными нулю, получим исходное ДБР: Х0 = (0; 0; 0; 500; 2000; 1800). Оформляем таблицу:

	i
	Базис
	СБ
	B
	–8
	–3
	–7
	0
	0
	0

	
	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6

	1
	А4
	0
	500
	 1
	0
	1
	1
	0
	0

	2
	А5
	0
	2000
	1
	4
	2
	0
	1
	0

	3
	А6
	0
	1800
	3
	1
	2
	0
	0
	1

	4
	
	
	0
	8(
	3
	7
	0
	0
	0

	1
	А1
	–8
	500
	1
	0
	1
	1
	0
	0

	2
	А5
	0
	1500
	0
	4
	1
	–1
	1
	0

	3
	А6
	0
	300
	0
	 1
	–1
	–3
	0
	1

	4
	
	
	–4000
	0
	3(
	–1
	–8
	0
	0

	1
	А1
	–8
	500
	1
	0
	1
	1
	0
	0

	2
	А5
	0
	300
	0
	0
	5
	11
	1
	–4

	3
	А2
	–3
	300
	0
	1
	–1
	–3
	0
	1

	4
	
	
	–4900
	0
	0
	2(
	1
	0
	–3

	1
	А1
	–8
	440
	1
	0
	0
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	0
	1
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В симплексной таблице на каждом шаге m + 1 строка (m – число основных ограничений). В первые три строки исходной таблицы заносим данные рассматриваемой задачи (векторы Aj, 
[image: image91.wmf]6
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 и вектор B). Над векторами Aj записываем коэффициенты сj целевой функции (с1 = –8;  с2 = –3; с3 = –7; с4 = с5 = с6 = 0).

СБ – это вектор-столбец, состоящий из коэффициентов целевой функции при базисных переменных. В данном случае:
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Вычисляем и записываем в четвертой строке текущее значение функции цели и оценки (j :
Z0 = СБ ( В = 0 ( 500 + 0 ( 2000 + 0 ( 1800 = 0;
(1 = СБ ( А1 – с1 = 0 ( 1 + 0 ( 1 + 0 ( 3 – (–8) = 8;

(2 = СБ ( А2 – с2 = 0 ( 0 + 0 ( 4 + 0 ( 1 – (–3) = 3;

(3 = СБ ( А3 – с3 = 0 ( 1 + 0 ( 2 + 0 ( 2 – (–7) = 7.

Для векторов базиса (j всегда равны нулю:

(4 = (5 = (6 = 0.

Справедливы следующие утверждения:

I. Если для данного ДБР все оценки (j ( 0, то это решение оптимальное (при решении задачи на минимум).

II. Если для некоторого небазисного вектора Ак оценка (к > 0, а все элементы вектора Ак неположительные, то целевая функция данной задачи неограничена. Вычисления заканчиваем.

III. Если при решении задачи на min есть такая положительная оценка (к > 0, что среди координат вектора Ак есть положительные, то лучшее базисное решение можно получить включением в базис вектора Ак.
IV. Если имеется несколько оценок (j > 0, то среди них целесообразно выбрать наибольшую. Просматриваем оценки (j данного примера. Так как среди оценок (j есть положительные, решение Х0 не является оптимальным. Строим новое ДБР. Наибольшая положительная оценка (1 = 8. Следовательно, в базис включаем вектор А1. Для определения вектора, исключаемого из базиса, вычисляем для всех положительных элементов столбца А1 симплексное отношение (отношение правой части к элементу столбца). За ведущий элемент берем тот положительный элемент столбца, для которого симплексное отношение минимальное. 

В данном случае: 
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Ведущий элемент 1 обводим кружком. Из базиса выводим вектор А4. Все элементы таблицы, стоящие в столбцах B, Аj, 
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, вычисляем, используя метод полного исключения. После трех шагов в четвертой строке таблицы все (j ( 0. Следовательно, найдено оптимальное решение.

Записываем ответ:

(Z2)min = (–Z1)min = –5020;
Xопт. = (440; 360; 60)   (
Zmax = 200 ( 5020 = 1004000;

Xопт. = (440; 360; 60).

ЗАДАЧИ для самостоятельного решения

Задачи с номерами 43–62 решить симплексным методом.

43. Z = –x1 – 2x2   (  min
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44. Z = x1 + 3x2   (  max
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45. Z = x1 + x2   (  max
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46. Z = –x1 – x2   (  min
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47. Z = 2x1 + 2x2   (  max
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48. Z = x1 + 2x2   (  max
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49. Z = 2x1 – x2 + 3x3 – 2x4 + x5  (  max


[image: image101.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

+

=

+

-

=

+

+

-

.

5

,

1

,

0

,

2

,

1

,

1

5

2

1

4

2

1

3

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


50. Z = 2x1 + x3 + x4 – x5  (  min
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51. Z = x1 + x2 – x3 – 4x4  (  max
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52. Z = 6x1 – 7x2 – 6x3 + 10x5 – 7x6  (  max


[image: image104.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

³

=

+

+

+

+

=

+

+

+

+

.

6

,

1

,

0

,

5

4

3

3

,

2

2

2

3

6

4

3

2

1

5

4

3

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


53. Z = x1 – x2 – 2x3 + 2x4  (  min
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54. Z = x1 – x2 + x3 + x4 – x5  (  min
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55. Z = 2x1 + x2 + 2x3 + 3x4  (  max
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56. Z = 3x1 – x3 + x4  (  max
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57. Z = x1 – x2 – 3x3  (  min
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58. Продукция четырех видов А, В, С, Д проходит последовательную обработку на станках двух типов. Время обработки единицы продукции каждого вида дано в таблице:

	Станки
	Время обработки единицы продукции, (час)

	
	А
	В
	С
	Д

	I тип
	1
	2
	1
	2

	II тип
	2
	1
	3
	2


Стоимость одного станко-часа составляет 10 ден. ед. для станков I типа и 12 ден. ед. для станков II типа. Максимально возможное время использования станков I типа составляет 210 станко-часов в месяц, а станков II типа 150 станко-часов. Изучение рынка сбыта показало, что спрос на продукцию В не меньше, чем суммарный спрос на продукцию А и С. В то же время спрос на продукцию Д никогда не превышает спрос на продукцию С более чем на 30 единиц в месяц. Цена реализации единицы продукции каждого вида составляет соответственно 36, 33, 48, 47 ден. ед. Определить оптимальный план производства продукции, максимизирующий прибыль.

59. Механический цех может изготовить за смену либо 500 деталей А, либо 1500 деталей В, либо 1500 деталей С, либо любую их комбинацию в пределах своей мощности. Производственная мощность термического цеха, куда эти детали поступают на закалку, позволяет обработать либо 1600 деталей А, либо 800 деталей В, либо 800 деталей С, либо их допустимую комбинацию. Детали А и С затем поступают в третий цех, пропускная способность которого не превышает 400 деталей за смену. Определить ежедневную производственную программу выпуска деталей, при которой будет достигнут максимальный доход, если деталь А реализуется по цене 3 ден. ед., В – 1 ден. ед., а деталь С – 2 ден. ед.

60. Менеджер по ценным бумагам намерен разместить капитал (не более 100 000 ден.ед.) таким образом, чтобы через год получить максимальную прибыль от вложений. Его выбор ограничен тремя возможными объектами инвестиций: А, В и С. Объект А позволяет получать 16%, объект В – 14%, С – 20% годовых. Чтобы уменьшить степень риска, менеджер принял решение, что не менее половины капитала необходимо инвестировать в объекты А и В, а для обеспечения ликвидности – не менее 25% в объект С. Кроме того, особенности налоговой политики требуют, чтобы в объект А было вложено не менее 30% капитала. Найти оптимальное распределение инвестиций.

61. Фирма имеет возможность рекламировать свою продукцию, используя для этого телевидение, радио и газеты. Затраты на рекламу в бюджете фирмы ограничены суммой 10000 ден.ед. в месяц. Опыт прошлых лет показал, что 1 ден.ед, потраченная на телерекламу, дает фирме прибыль в размере 5 ден.ед , а потраченная на рекламу по радио и в газетах – соответственно 2 и 4 ден.ед. Фирма намерена использовать на теле- и радиорекламу не более 80% рекламного бюджета, и при этом затраты на радиорекламу должны составлять не менее 50% затрат на рекламу в газетах. Найти такой вариант распределения рекламного бюджета, который дает фирме наибольшую прибыль при рекламировании своей продукции.

62. Фирма, специализирующаяся на производстве мягких игрушек, приступила к выпуску слонят и медвежат. Ежедневный фонд рабочего времени составляет 320 часов, а сырья – 500 единиц. На изготовление одного слоненка требуется 1 час рабочего времени и 3 единицы сырья, а на изготовление одного медвежонка – 2 часа и 2 единицы сырья. Прибыль от реализации одного слоненка – 10 ден. ед., а медвежонка – 12 ден. ед. При необходимости руководство фирмы может разрешить ежедневно до 20 часов сверхурочной работы с доплатой 2 ден. ед. за каждый сверхурочный час. Определить оптимальный план производства игрушек, максимизирующий ежедневную прибыль фирмы.

3.2. Решение задач симплексным методом с предварительным построением допустимого базисного решения

Перед решением задачи симплексным методом ее необходимо привести к стандартному виду. После этого необходимо найти исходное допустимое базисное решение (ДБР). Простейший случай, когда матрица А системы основных ограничений содержит m единичных вектор-столбцов, образующих базис, был рассмотрен в п. 3.1. (m – число основных ограничений). Пусть система основных ограничений такова, что матрица А не содержит m единичных векторов, образующих базис. Тогда, чтобы можно было применить симплексный метод, необходимо предварительно построить ДБР. Вычисления оформляем в виде таблицы. Базисным можно сделать любой столбец, у которого есть хотя бы один положительный элемент. За ведущий элемент выбирается тот положительный элемент столбца, для которого симплексное отношение минимальное. Все элементы таблицы пересчитываем по методу полного исключения. Процесс построения ДБР заканчиваем, когда получим m единичных векторов, образующих базис. После этого, имея исходное ДБР, можно применить симплексный метод, рассмотренный в п. 3.1. Построение ДБР можно оформлять как отдельной таблицей, так и частью симплексной таблицы.
пример

63. Решить задачу симплексным методом, предварительно построив ДБР.

Z = –7x1 + x2 + 2x3 – 2x5      →     min
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решение.

Матрица системы основных ограничений содержит один единичный вектор 
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A

. Для получения ДБР необходимо иметь еще векторы 
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Построение ДБР оформляем в виде таблицы:
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На первом шаге выбрали второй столбец и ведущим элементом взяли 2, т. к. 
[image: image120.wmf](

)

.

2

6

2

6

;

1

8

min

=

 На втором шаге ведущий элемент 
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, т. к. это единственный положительный элемент четвертого столбца. Заметим, что если бы на первом шаге ведущий элемент выбрали из элементов первого столбца, пришли бы к другому ДБР. После получения ДБР можно применить симплексный метод. Вычисления оформляем в виде таблицы.
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Так как в четвертой строке после одного шага все оценки (j ( 0, получено оптимальное решение. Записываем ответ:

Zmin = –18;       Хопт = (2; 2; 0; 0; 3).

Рассмотренные две таблицы можно объединить в одну, т.е. решение задачи офомляем в виде следующей таблицы:
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Ответ: Zmin = –18; Xопт = (2; 2; 0; 0; 3);

ЗАДАЧИ для самостоятельного решения

Задачи с номерами 64–78 решить симплексным методом, предварительно построив ДБР.

64. Z = –5x1 + x2 + 2x3 + 2x4 – х5     →     min
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65. Z = –3x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + х5     →     max
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66. Z = –6x1 + x2 – 2x3 – x4 – 2х5     →     min
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67. Z = –2x1 – x2      →     min
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68. Z = 5x1 + x2      →     max
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69. Z = 2x1 – x2 – x3 – 2x4      →     min
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70. Z = 2x1 – x2 + x3 – x5     →     max
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71. Z = 2x1 – 3x2 + 6x3 – x4     →     max
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72. Z = x1 + x2 – x3     →     min
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73. Z = x1 + 4x2 – 3x3     →     min
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74. В состав рациона кормления ребенка входят три продукта – смеси «Малыш», «Крепыш» и «Силач», содержащие витамины А, В, С. Содержание витаминов, минимальные нормы их потребления в сутки и стоимость смесей даны в таблице. Определить оптимальный рацион кормления ребенка из условия минимальной стоимости питания, если предельно допустимое суммарное количество смесей в сутки – 1 кг 200 г.

	Витамины

Смеси
	А 
(усл. ед. на 100 г)
	В 
(усл. ед. на 100 г)
	С 

(усл. ед. на 100 г)
	Стоимость 
100 г, (ден. ед.)

	«Малыш»
	10
	4
	2
	0,8

	«Крепыш»
	20
	3
	1
	0,6

	«Силач»
	30
	4
	1
	0,75

	Нормы потребления (усл. ед.)
	240
	35
	10
	


75. Из отходов производства предприятие может организовать выпуск двух видов продукции: А и В. Для этого оно планирует использовать два типа взаимозаменяемого оборудования. Количество изделий каждого вида, которое может быть изготовлено на соответствующем оборудовании в течение 1 часа, а также затраты, связанные с производством одного изделия, приведены в таблице:

	Тип
оборудования
	Количество производимых в течение 1 ч изделий вида
	Затраты (ден. ед.), связанные с производством в течение 1 ч изделий вида

	
	А
	В
	А
	В

	I
	3
	2
	11
	8

	II
	2
	1
	6
	3


Оборудование I типа может быть использовано не более 90 часов, а II типа – не более 60 часов. Предприятию необходимо изготовить изделий вида А не менее 100 единиц, вида В – не менее 120 единиц. Определить, в течение какого времени и на каком оборудовании следует изготовлять изделия так, чтобы затраты на производство были минимальные.

76. Фирма планирует организовать производство двух видов продукции А и В, имея для этого инвестиционный фонд в размере 5000 ден. ед. В случае необходимости фирма может увеличить эту сумму, взяв в банке кредит на сумму, не превышающую 10 000 ден.ед. Затраты на производство единицы продукции А и В составляют 70 и 100 ден.ед., а ожидаемая прибыль от реализации единицы продукции – 15 и 25 ден.ед. соответственно. Фирма имеет предварительный заказ на производство 30 единиц продукции А и 40 единиц продукции В. Определить оптимальные размер кредита и объем производства продукции каждого вида, которые обеспечат фирме наибольшую прибыль, если процентная ставка за использование кредита составляет:

1) 20%;

2) 30%.

77. Консервный завод из двух сортов помидоров выпускает 4 вида продукции: томатный соус, томатную пасту, томатный сок и кетчуп. Количество помидоров, идущих на изготовление каждого вида продукции, наличие помидоров и оптовые цены на продукцию даны в таблице:

	Сорт
помидоров
	Количество помидоров, идущих на изготовление 1 кг продукции (кг)
	Запасы 
помидоров (кг)

	
	Томатный соус
	Томатная паста
	Томатный сок
	Кетчуп
	

	А
	1
	3
	1
	2
	4000

	В
	2
	2
	1
	1
	3000

	Оптовая цена 1 кг (ден. ед.)
	7
	8
	2
	6
	



Маркетинговые исследования показывают, что томатный соус должен составлять не более 20% всей продукции, а томатный сок ввиду повышенного на него спроса – по крайней мере 50%. Кроме того, так как помидоры – скоропортящийся продукт, то завод должен за неделю переработать все имеющиеся в наличии помидоры. Составить производственный недельный план выпуска продукции, максимизирующий доход завода.

3.3. Симплексный метод с искусственным базисом

Пусть система основных ограничений такова, что матрица А не содержит m единичных векторов, образующих базис. Метод искусственного базиса заключается в построении вспомогательной задачи и решении ее алгоритмом симплексного метода. Вспомогательная задача из стандартной получается путем введения искусственных базисных переменных в целевую функцию и те уравнения, которые не содержат базисную переменную. В целевую функцию искусственные переменные вводятся с коэффициентом М > 0, который считается бесконечно большой положительной величиной. Такой выбор коэффициента М гарантирует, что для разрешимой исходной задачи в оптимальном решении вспомогательной задачи искусственные переменные будут равны нулю. Это означает, что для разрешимой исходной задачи достаточно построить вспомогательную и решить ее алгоритмом симплексного метода. Отбросив равные нулю значения искусственных переменных в оптимальном решении вспомогательной задачи, получим оптимальное решение исходной задачи. При решении задачи симплексным методом с естественным базисом значение функции цели и оценки (j записываются в (m + 1)-й строке таблицы. При решении задачи симплексным методом с искусственным базисом значения целевой функции и оценок (j являются линейными функциями параметра М:
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На практике удобно записывать эти величины в две строки (m + 1)-ю и (m + 2)-ю симплексной таблицы. Свободные члены l0, l1, ..., ln записывают в (m + 1)-ю строку, а коэффициенты при М k0, k1, ..., kn – в (m + 2)-ю строку.

Вычисления проводим в два этапа.

1 этап.

Вычисления начинаем с известного допустимого базисного решения вспомогательной задачи. Вектор Аs, включаемый в базис, выбираем по (m + 2)-й строке. Все вычисления производим так же, как и в симплексном методе 
с естественным базисом. За конечное число шагов все искусственные векторы будут исключены из базиса. В этом случае все числа в (m + 2)-й строке равны нулю, за исключением тех, которые отвечают искусственным переменным и равны –1. Как только из базиса будут исключены все искусственные векторы, из симплексной таблицы можно убрать (m + 2)-ю строку.

2 этап.

Используя найденное допустимое базисное решение, решаем задачу обычным симплексным методом.

пример

78. На участок строящейся дороги необходимо вывезти 20 000 м3 каменных материалов. В районе строительства имеются три карьера с запасами 9 000 м3, 11 000 м3 и 10 000 м3. Для погрузки материалов используются экскаваторы, имеющие производительность 250 м3 в смену в карьерах 1 и 2 и 500 м3 в смену в карьере 3. На погрузку материалов выделен для экскаваторов общий лимит 60 машино-смен с правом использования его по усмотрению строителей. Транспортные затраты на перевозку материалов характеризуются показателями: для перевозки 10 000 м3 материалов из карьера 1 требуется 1 000 автомобиле-смен, из карьера 2 – 1 350, из карьера 3 – 1 700 автомобиле-смен. Требуется найти оптимальный план перевозок, обеспечивающий минимальные транспортные затраты.
решение.

Составим математическую модель задачи. Обозначим через xj объем добычи каменных материалов в j-м карьере (
[image: image155.wmf]3
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) (единица измерения – 10 000 м3). Тогда количество автомобиле-смен, необходимое для перевозки всего материала, запишется в виде:

Z = 1000x1 + 1350x2 + 1700x3.

Требуется найти такие значения переменных х1, х2, х3, при которых Z принимает минимальное значение. Рассмотрим условия, которым должны удовлетворять эти переменные. По условию на участок строящейся дороги необходимо вывезти 20 000 м3 материалов. Таким образом, x1 + x2 + x3 = 2. На погрузку материалов выделен общий лимит 60 машино-смен. Вычисляя количество машино-смен для каждого карьера и суммируя их, получим ограничения:
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Так как запасы в каждом карьере ограничены, получаем: x1 ( 0,9; x2 ( 1,1; x3 ( 1.

Кроме того, xj ( 0,  
[image: image157.wmf]3
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Математическая модель задачи имеет вид:

Z = 1000x1 + 1350x2 + 1700x3     (    min
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Приводим задачу к стандартному виду:
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Выпишем матрицу системы основных ограничений задачи:
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Матрица А содержит четыре единичных вектора А4, А5, А6, А7.

Для получения базиса нужен еще один единичный вектор, у которого 1 стоит на первом месте. Строим вспомогательную задачу. В первое уравнение системы ограничений добавляем искусственную переменную х8, а в целевую функцию – слагаемое Мх8. 

Получаем:  Z = 1000x1 + 1350x2 + 1700x3 + Мх8     (    min
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Все вычисления оформляем в виде таблицы:

	i
	базис
	СБ
	В
	1000
	1350
	1700
	0
	0
	0
	0
	М

	
	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6
	А7
	А8

	1
	А8
	М
	2
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	2
	А4
	0
	3
	2
	2
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	3
	А5
	0
	9
	10
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	4
	А6
	0
	11
	0
	10
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	5
	А7
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	6
	
	
	0
	–1000
	–1350
	 –1700
	0
	0
	0
	0
	0

	7
	
	
	2
	1
	1
	1(
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	А8
	М
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	–1
	1

	2
	А4
	0
	2
	2
	2
	0
	1
	0
	0
	–1
	0

	3
	А5
	0
	9
	10
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	4
	А6
	0
	11
	0
	10
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	5
	А3
	1700
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	6
	
	
	1700
	–1000
	–1350
	0
	0
	0
	0
	+1700
	0

	7
	
	
	1
	1
	1(
	0
	0
	0
	0
	–1
	0

	1
	А2
	1350
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	–1
	1

	2
	А4
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	–2

	3
	А5
	0
	9
	10
	0
	0
	0
	1
	0
	2
	–2


	4
	А6
	0
	1
	–10
	0
	0
	0
	0
	1
	10
	–10

	5
	А3
	1700
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	6
	
	
	3050
	350
	0
	0
	0
	0
	0
	350(
	–1350

	7
	
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	–1

	1
	А2
	1350
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	

	2
	А7
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	

	3
	А5
	0
	9
	10
	0
	0
	–2
	1
	0
	0
	

	4
	А6
	0
	1
	–10
	0
	0
	–10
	0
	1
	0
	

	5
	А3
	1750
	1
	0
	0
	1
	–1
	0
	0
	0
	

	6
	
	
	3050
	350(
	0
	0
	–350
	0
	0
	0
	


Продолжение таблицы

	1
	А2
	1350
	0,1
	0
	1
	0
	1,2
	–0,1
	0
	0
	

	2
	А7
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	

	3
	А1
	1000
	0,9
	1
	0
	0
	–0,2
	0,1
	0
	0
	

	4
	А6
	0
	10
	0
	0
	0
	–12
	1
	1
	0
	

	5
	А3
	1700
	1
	0
	0
	1
	–1
	0
	0
	0
	

	6
	
	
	2735
	0
	0
	0
	–280 
	–35
	0
	0
	


Ответ: Zmin = 2735; Хопт. = (0,9 ; 0,1; 1), т. е. Z принимает минимальное значение, если с первого карьера вывезти 9 000 м3, со второго 1 000 м3, с третьего 10 000 м3.

задачи для самостоятельного решения

Задачи с номерами 79–92 решить симплексным методом с искусственным базисом.

79. Z = –x1 + x2 – x3 – x5       (     min
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80. Z = x1 – x2 – x3 + x4       (     min
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81. Z = –2x1 + x2 + 5x3       (     min
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82. Z = 4x1 + 4x2 + 10x3       (     min

83. 
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84. Z = 2x1 + x2    (    max
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85. Z = –4x1 + x2    (    max
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86. Z = x1 – 2x2 + x3 – x4       (     min
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87. Z = 3x1 + 2x2 + x3    (    max
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88. Z = x1 + 2x2 + 3x3        (     min
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89. Z = x1 + 2x2 + 2x3        (     min
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90. Z = 3x1 – x2 – x3    (    max

91. 
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92. Менеджер международной банковской организации по инвестициям располагает 550 000 долларов, находящихся на счете банка, которые можно инвестировать. Рассматриваются следующие четыре типа инвестиций:

А:  государственные ценные бумаги;

В:  ценные бумаги корпораций;

С:  акции отраслей сферы обслуживания;

Д:  акции отраслей производственной сферы.

Годовой процент от инвестиций равен 12%, 14%, 15%, 17% соответственно. Денежные средства, не инвестированные ни по одному из типов, остаются на банковском счете и приносят 10% годовых. Менеджер принял решение, что не менее 50 000$ следует поместить в ценные бумаги корпораций, но в то же время во все проекты с элементами риска (ценные бумаги корпораций и все виды акций) – не более 300 000$. Кроме того, он считает, что, по крайней мере, половину всех инвестированных средств следует вложить в акции, однако в акции отраслей производственной сферы следует поместить не более четверти общей суммы инвестиций. Определить оптимальный план инвестиций, максимизирующий ежегодную прибыль.

93. Промышленное предприятие выпускает ткань трех артикулов А, В и С, для чего использует ресурсы: ткацкие станки и пряжу. Производительность станков при изготовлении ткани каждого артикула, нормы расхода пряжи, а также прибыль от реализации 1 метра ткани даны в таблице:

	Показатель
	Ткань

	
	А
	В
	С

	Производительность станков (метры в час)
	60
	30
	20

	Расход пряжи на 1 м ткани (кг)
	0,2
	0,2
	0,1

	Прибыль от реализации 1 м ткани (ден. ед.)
	1
	3
	2



Фонд рабочего времени станков составляет 45 станко-часов в неделю, а запасы пряжи 170 кг в неделю. У предприятия имеется договор с некоторой торговой фирмой на поставку ей еженедельно ткани всех артикулов в количествах 100, 50, 400 метров соответственно. Кроме того, изучение потребительского спроса показало, что соотношение выпуска тканей А, В и С должно быть 1 : 3 : 6. Определить оптимальный ассортимент, максимизирующий прибыль предприятия.

94. Аграрная фирма специализируется на выращивании зерновых. Под посев четырех культур: пшеницы, ржи, гречихи и ячменя может быть отведен земельный участок площадью до 300 га. Для повышения урожайности планируется вносить минеральное удобрение, запас которого ограничен – 140 т. Нормы внесения удобрения, урожайность и закупочные цены приведены в таблице:

	Показатель
	С/х культура

	
	пшеница
	рожь
	гречиха
	ячмень

	Норма внесения удобрения (кг/га)
	500
	300
	200
	400

	Урожайность (ц/га)
	40
	25
	20
	50

	Закупочная цена (ден. ед./ц)
	200
	100
	150
	160


Фирма имеет заказ на поставку 1000 ц гречки и 250 ц ржи. Известно также, что под пшеницу и рожь нецелесообразно отводить площадь меньше, чем 210 га. Определить план раздела посевной площади, максимизирующий доход фирмы.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ
1. Какой вид задач ЛП называется стандартным?

2. Каким образом задача произвольного вида приводится к стандартному виду?

3. Что называется допустимым базисным решением (ДБР)?

4. Как определяется исходное ДБР?

5. Как формулируется критерий оптимальности для симплексного метода?

6. Как определяется вектор для включения в базис, если построенное ДБР не является оптимальным?

7. По какому принципу выбирается ведущий элемент?

8. Как осуществляется переход от одного ДБР к другому?

9. При каких условиях делается вывод о:

а) единственности решения;

б) существовании бесчисленного множества решений;

в) неограниченности целевой функции?

10. Какая переменная называется искусственной, когда она вводится, и какой коэффициент соответствует ей в целевой функции?

11. Когда исходная задача несовместна, и как это определить с помощью решения М-задачи?

4. Теория двойственности в линейном программировании
4.1. Правила построения двойственных задач

Каждой задаче линейного программирования можно поставить в соответствие другую задачу, которая называется двойственной по отношению к исходной задаче. Связь исходной (прямой) и двойственной задач состоит, главным образом, в том, что решение одной из них может быть получено из решения другой.

Перечислим основные правила построения двойственных задач:

1) если исходная задача является задачей максимизации, то двойственная будет задачей минимизации и наоборот;

2) число переменных двойственной задачи равно числу основных ограничений исходной задачи, а число основных ограничений двойственной задачи равно числу переменных исходной задачи;

3) коэффициенты целевой функции исходной задачи становятся правыми частями ограничений двойственной задачи, а правые части ограничений исходной задачи становятся коэффициентами целевой функции двойственной задачи;

4) матрица системы основных ограничений двойственной задачи получается транспонированием матрицы системы основных ограничений исходной задачи;

5) между основными ограничениями исходной задачи и переменными двойственной задачи установлено взаимно однозначное соответствие: если i-е ограничение исходной задачи неравенство, то yi ( 0 (где yi – і-я переменная двойственной задачи); если i-е ограничение исходной задачи равенство, то yi – свободная переменная, т. е. нет ограничения на знак;

6) между переменными исходной задачи и основными ограничениями двойственной задачи существует взаимно однозначное соответствие: если xj ( 0, то j-е ограничение двойственной задачи неравенство; если xj – свободная переменная, то j-е ограничение двойственной задачи равенство;

7) в системе ограничений задачи максимизации неравенства записываем со знаком (, а в системе ограничений задачи минимизации со знаком (.

Рассмотрим основные виды пар двойственных задач.

Симметричные задачи

Прямая задача




Двойственная задача

1. 
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Несимметричные задачи

Прямая задача
Двойственная задача

3. 
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В несимметричных задачах система ограничений прямой задачи задается в виде равенств, поэтому все yi – свободные переменные, т. е. могут быть и отрицательными. В этом случае пишут yi ≷ 0 или yi ( (–(; () или ничего не пишут.

На практике могут встретиться задачи, системы ограничений которых содержат как равенства, так и неравенства. В этом случае двойственную задачу строим, учитывая правила построения двойственных задач.

пример

95. Построить задачу двойственную к данной:

Z = 3x1 + x2 + 2x3      (    max
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решение.

В системе ограничений задачи максимизации все неравенства должны быть записаны со знаком (, поэтому приведем систему ограничений к виду:
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Двойственная задача будет иметь четыре переменные yi (
[image: image192.wmf]4
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) и три основных ограничения. Так как все xj ( 0, то все ограничения двойственной задачи запишем в виде неравенств, причем со знаком ( 0, т. к. двойственная задача будет задачей минимизации. Все ограничения исходной задачи неравенства, поэтому yi ( 0, 
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. Матрица системы основных ограничений исходной задачи имеет вид:
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Матрица системы основных ограничений двойственной задачи получается транспонированием матрицы А, т. е. коэффициентами при переменных yi трех основных ограничений двойственной задачи будут элементы соответствующих столбцов матрицы А.

Учитывая, что коэффициенты целевой функции исходной задачи становятся правыми частями ограничений двойственной задачи, а правые части ограничений исходной задачи становятся коэффициентами целевой функции двойственной задачи, получим двойственную задачу в виде:

f = –2y1 + 6y2 + 10y3 + 2y4    (   min
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

В задачах с номерами 94–103 построить задачу двойственную к данной.

96. Z = 14x1 + 8x2 + 14x3 + 10x4     (     max
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97. Z = x1 + 14x2 + 13x3 + 12x4     (     min
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98. Z = 3x1 + 2x2 + 5x3      (     max
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99. Z = 5x1 + 4x2 + 6x3      (     max
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100. Z = –2x1 – x2 + 3x3     (     min
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101. Z = x1 + 2x2 + 5x3     (     min
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102. Z = 4x1 + x2 – 4x3      (     max
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103. Z = 2x1 – x2 + 3x3 + 2x4     (     max
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104. Z = 6x1 – 3x2 + 5x3 – 2x4 – 4x5 + 2x6     (     min
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105. Z = –x1 – 3x2 + x3 + x4 + 5x5     (     min
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4.2. Теоремы двойственности и их применение

Между прямой и двойственной задачами линейного программирования существует тесная связь, которая позволяет при помощи теорем двойственности по решению одной из этих задач найти оптимальное решение другой задачи.

Первая теорема двойственности.
Если одна из пары двойственных задач имеет оптимальное решение, то и другая задача имеет оптимальное решение, причем экстремальные значения целевых функций равны, т. е. Zmax = fmin и наоборот. Если у одной из этих задач целевая функция неограничена, то двойственная ей задача не имеет допустимых решений.

Пусть исходная задача решена симплексным методом и получено решение Хопт. Тогда оптимальное решение двойственной задачи Yопт определяется соотношениям
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где СБ – вектор-строка коэффициентов целевой функции прямой задачи при базисных переменных оптимального решения;
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 – матрица, обратная матрице, составленной из компонентов-векторов, входящих в последний базис, при котором получен оптимальный план.

Если прямая задача решалась симплексным методом с естественным или искусственным базисом, то вычисления обратной матрицы не требуется, т. к. 
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 будет состоять из столбцов оптимальной симплекс-таблицы, полученных на месте единичных столбцов исходной таблицы.

При помощи аналогичного соотношения можно найти Хопт, если имеется решение двойственной задачи.

Вторая теорема двойственности.
Пусть X = (x1, x2, …, xn) и Y = (y1, y2, …, ym) – допустимые решения прямой и двойственной задач соответственно. Для того, чтобы эти решения были оптимальными, необходимо и достаточно, чтобы эти решения удовлетворяли условиям:
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Из второй теоремы двойственности вытекает, что если в оптимальном решении прямой задачи значение какой-либо переменной хк отлично от нуля, то соответствующее этой переменной k-е ограничение двойственной задачи при подстановке координат оптимального решения двойственной задачи обращается в строгое равенство. Если же оптимальное решение прямой задачи обращает в строгое неравенство некоторое ограничение этой задачи, то в оптимальном решении двойственной задачи равна нулю переменная, соответствующая этому ограничению. Аналогичные утверждения справедливы, если по оптимальному решению двойственной задачи находим оптимальное решение прямой задачи.

примеры

106. Решить задачу симплексным методом. Построить для заданной задачи двойственную. Найти решение двойственной задачи при помощи первой и второй теорем двойственности.

Z = –2x1 + x2 – x3 + 2x4      (      min
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решение.

Матрица А системы основных ограничений содержит два единичных вектора А4 и А5. Для получения базиса нужен еще один единичный вектор, у которого 1 стоит на третьем месте. В третье уравнение системы ограничений добавляем искусственную переменную х6, а в целевую функцию – слагаемое Мх6. 

Получаем вспомогательную задачу:

Z = –2x1 + x2 – x3 + 2x4 + Мх6     (      min
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Решаем полученную задачу. Все вычисления оформляем в виде таблицы:
Исходная задача имеет решение:   Zmin = –7;
Xопт = (3; 6; 7; 0; 0).

Строим для заданной задачи двойственную:

f = 10y1 + 3y2 + 2y3     (    max
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Находим решение двойственной задачи при помощи первой теоремы двойственности. В данном случае СБ = (–2; –1; 1). 
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 образуют столбцы А5, А4, А6 оптимальной симплекс-таблицы, т. к. именно эти столбцы в исходной симплекс-таблице образуют единичную матрицу. Тогда:
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Таким образом,   fmax = –7;    
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Находим решение двойственной задачи при помощи второй теоремы двойственности. В оптимальном решении прямой задачи x1 ( 0, x2 ( 0, x3 ( 0. Следовательно, первые три ограничения двойственной задачи при подстановке координат Yопт. обращаются в строгие равенства. Получаем систему уравнений:
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Решая систему, получаем   y1 = – 3/5;  y2 = – 3/5;  y3 = 2/5.

Таким образом,   fmax = –7;    
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107. Для данной задачи построить двойственную. Одну из пары задач решить непосредственно. С помощью первой или второй теорем двойственности найти решение оставшейся задачи.

Z = –x1 + 2x2 + 8x3 + 9x4     (    min
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решение.

В системе ограничений задачи минимизации все неравенства должны быть записаны со знаком (, поэтому систему ограничений записываем в виде:
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Строим для исходной задачи двойственную:

f = y1 + 2y2    (     max
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Двойственная задача имеет две переменные и, следовательно, может быть решена графически. Очевидно, что найти решение двойственной задачи проще, чем решение исходной задачи.

Строим область допустимых решений двойственной задачи. Получаем многоугольник ABCDEF.

Строим на этом же чертеже вектор grad Z = (1; 2). 







Максимальное значение функция f принимает в точке D, которая лежит на пересечении второй и третьей прямых. Для нахождения координат точки D решаем систему уравнений:
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(
y1 = 3;    y2 = 5.

Таким образом,  fmax = 13;   Yопт = (3; 5).

Для нахождения оптимального решения прямой задачи применяем вторую теорему двойственности:

x1 ( (y1 + y2 – 1) = 0;
y1 ( (x1 + x2 – x3 – 3x4 + 1) = 0;

x2 ( (–y1 + y2 – 2) = 0;
y2 ( (x1 – x2 – x3 + 2x4 + 2) = 0.

x3 ( (y1 + y2 – 8) = 0;

x4 ( (3y1 – 2y2 – 9) = 0.

y1 ( 0
(
x1 + x2 – x3 – 3x4 + 1 = 0;

y2 ( 0
(
x1 – x2 – x3 + 2x4 + 2 = 0;

y1 + y2 – 1 ( 0   (   x1 = 0;

3y1 – 2y2 – 9 ( 0   (   x4 = 0.

Для нахождения координат Хопт получаем систему уравнений:
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Таким образом, Zmin = 13;  Хопт = (0;  1/2;  3/2;  0).

задачи для самостоятельного решения

В задачах с номерами 106–115 требуется:

1) для данной задачи построить двойственную;

2) одну из пары двойственных задач решить непосредственно;

3) с помощью первой или второй теорем двойственности найти решение оставшейся задачи.

108. Z = 2x1 – x2 + 3x3 – 2x4 + x5    (    max
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109. Z = x2 – x4 – 3x5    (    min
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110. Z = x1 + 2x2 + 3x3    (    min
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111. Z = 2x1 + x2 + 5x3    (    min
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112. Z = 4x1 + 5x2 + 6x3    (    min
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113. Z = 2x1 + x3 + x4     (    max
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114. Z = –4x1 – 7x2 – 8x3 – 5x4     (    max
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115. Z = 4x1 + 3x2 – 30x3    (    min
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116. Z = 12x1    (    max

[image: image235.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

³

£

+

-

³

+

-

-

.

3

,

1

,

0

,

4

2

2

,

1

2

3

2

1

3

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

j


117. Z = 6x1 + 8x2 + x3     (    max
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5. Двойственный симплексный метод
Двойственный симплексный метод применяется для решения тех задач линейного программирования, у которых после приведения задачи к стандартному виду каждое ограничение содержит базисную переменную с коэффициентом 1 или –1. Перед решением задачи двойственным симплексным методом обе части каждого уравнения, содержащего базисную переменную с коэффициентом –1, умножаем на –1. После этого каждое уравнение-ограничение будет содержать базисную переменную с коэффициентом 1, но при этом пришлось отказаться от условия неотрицательности правых частей уравнений. Если для полученной системы ограничений выписать базисное решение, то оно окажется недопустимым, т. к. не выполняется условие xj ( 0, 
[image: image237.wmf]n
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,
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=

. Именно с этого недопустимого решения исходной задачи и начинается решение задачи.

Двойственный симплексный метод состоит из двух этапов.

I этап заключается в нахождении такого базисного решения, для которого все оценки (j ( 0. При этом базисное решение может быть и недопустимым. На I этапе произвольным образом выбирается ведущая строка. Вычисляем отношения положительных или равных нулю небазисных оценок к соответствующим положительным элементам ведущей строки. За ведущий элемент берем тот положительный элемент строки, для которого это отношение минимальное. Если таковых нет, выбирается другая строка. После выбора ведущего элемента переходим к новому базисному решению (используем метод полного исключения). Вычисления I этапа заканчиваются тогда, когда все оценки (j ( 0. Если при этом все правые части уравнений (столбец В) неотрицательные, то получено оптимальное решение. Задача решена, II этап не нужен. Если же среди правых частей уравнений есть отрицательные, переходим ко II этапу.

Заметим, что если для недопустимого базисного решения, с которого мы начинаем решение задачи, все оценки (j ( 0, то I этап не нужен. Решение задачи начинаем сразу со II этапа.

Цель II этапа – добиться неотрицательности всех правых частей ограничений. Ведущая строка выбирается по наименьшей отрицательной правой части. За ведущий элемент выбираем тот отрицательный элемент строки, для которого отношение отрицательной или нулевой небазисной оценки к соответствующему отрицательному элементу ведущей строки минимальное. Если среди элементов ведущей строки нет отрицательных, то исходная задача не имеет решения. II этап заканчивается тогда, когда все правые части уравнений неотрицательные.

пример

118. Решить задачу двойственным симплексным методом.

Z = 2x1 – x2 – x3 – 2x4 – x6    (     min
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решение.

Рассматриваемая задача записана в стандартном виде. Первое и второе уравнения содержат базисные переменные (х3 и х4 соответственно) с коэффициентом –1; третье и четвертое уравнения содержат базисные переменные (х5 и х6 соответственно) с коэффициентом 1. Умножая обе части первого и второго уравнений на –1, получаем следующую систему ограничений:
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Полагая свободные переменные х1 и х2 равными нулю, получим недопустимое базисное решение Х = (0; 0; –2; –4; 3; 15).

С него и начинаем решение задачи. Все вычисления оформляем в виде таблицы.

	i
	базис
	СБ
	В
	2
	–1
	–1
	–2
	0
	–1

	
	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5
	А6

	1
	А3
	–1
	–2
	–2
	1
	1
	0
	0
	0

	2
	А4
	–2
	–4
	–1
	–1
	0
	1
	0
	0

	3
	А5
	0
	3
	2
	–3
	0
	0
	1
	0

	4
	А6
	–1
	15
	(
	3
	0
	0
	0
	1

	5
	
	
	–5
	1(
	–1
	0
	0
	0
	0

	1
	А3
	–1
	28
	0
	7
	1
	0
	0
	2

	2
	А4
	–2
	11
	0
	2
	0
	1
	0
	1

	3
	А5
	0
	–27
	0
	–9
	0
	0
	1
	–2

	4
	А1
	2
	15
	1
	3
	0
	0
	0
	1

	5
	
	
	–20
	0
	–4(
	0
	0
	0
	–1

	1
	А3
	–1
	7
	0
	0
	1
	0
	7/9
	4/9

	2
	А4
	–2
	5
	0
	0
	0
	1
	2/9
	5/9

	3
	А2
	–1
	3
	0
	1
	0
	0
	–1/9
	2/9

	4
	А1
	2
	6
	1
	0
	0
	0
	1/3
	1/3

	5
	
	
	–8
	0
	0
	0
	0
	–4/9
	–1/9


На первом этапе за ведущую выбираем четвертую строку. Ведущий элемент 1 определяется однозначно, т. к. это единственный положительный элемент строки, для которого соответствующая оценка (1 = 1 > 0. После одного шага получили все (j ( 0. На втором этапе за ведущую строку выбираем третью строку, т. к. правая часть уравнения –27 < 0. Строка содержит два отрицательных элемента, для которых соответствующие оценки отрицательные. За ведущий элемент берем –9, т. к.  
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После одного шага получаем ответ:  Zmin = –8,  Хопт = (6; 3; 7; 5; 0; 0). 


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
Задачи с номерами 117–126 решить двойственным симплексным методом.

119. Z = –x1 + x2 – x3 + x4     (     min
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120. Z = x1 – x2 – x3 + x5     (     max
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121. Z = –2x1 + x2 + 5x3     (     min
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122. Z = 2x1 + x3 + x4     (     max
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123. Z = x1 + 2x2 + x4 + х6    (     max
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124. Z = –x1 – 2x2     (     min
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125. Z = 2x1 + 3x2     (     max
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126. Z = –4x1 – x2     (     max
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127. Z = 4x1 + x2 + 3x3     (     min
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128. Металлургический завод из металлов А1, А2, А3, А4 может выпускать сплавы В1, В2, В3. В течение планируемого периода завод должен освоить не менее 20 т металла А1, 16 т металла А2, 8 т металла А3 и 12 т металла А4. Процентное содержание металлов в сплавах и стоимость сплавов даны в таблице:

	Вид металла
	Процентное содержание металлов в сплавах

	
	В1
	В2
	В3

	А1
	20%
	–
	40%

	А2
	–
	20%
	40%

	А3
	60%
	40%
	–

	А4
	20%
	40%
	20%

	Стоимость 1 т сплава (ден. ед.)
	6
	7
	14


Определить план выпуска сплавов, минимизирующий их суммарную стоимость.
ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ
1. В чем заключается сущность двойственности в ЛП?

2. Сформулируйте правила построения двойственных задач.

3. Какими основными свойствами обладает пара двойственных задач?

4. Как по решению прямой задачи найти решение двойственной задачи?

5. В чем сущность двойственного симплексного метода?

6. В каких случаях целесообразно применять двойственный симплексный метод?

6. транспортная задача
6.1. Постановка задачи. Методы построения начального опорного плана

Пусть имеется m пунктов отправления однородной продукции и n пунктов назначения. Известны запасы ai каждого пункта отправления и спрос bj на данную продукцию в каждом пункте назначения, причем 
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Задача в этом случае называется сбалансированной или задачей закрытого типа.

Известны также транспортные расходы cij на перевозку единицы продукции из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения.

Требуется найти план перевозок X = (xij) (
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), позволяющий вывезти всю продукцию из пунктов отправления, полностью удовлетворить потребности пунктов назначения и имеющий минимальные суммарные транспортные расходы.

Математическая модель транспортной задачи имеет следующий вид:


[image: image253.wmf]å

å

=

=

®

=

m

i

n

j

ij

ij

x

c

Z

1

1

min



[image: image254.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

=

³

=

=

=

=

å

å

=

=

.

,

1

;

,

1

,

0

;

,

1

,

;

,

1

,

1

1

n

j

m

i

x

n

j

b

x

m

i

a

x

ij

j

m

i

ij

i

n

j

ij


Равенство 
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 является необходимым и достаточным условием разрешимости задачи. Транспортная задача является задачей линейного программирования. Она имеет (m + n) основных ограничений с mn переменными.

Число линейно независимых уравнений системы ограничений равно (m + n – 1). Это означает, что невырожденный опорный план (допустимое базисное решение) транспортной задачи содержит (m + n – 1) положительную компоненту, остальные компоненты равны нулю. Если число положительных компонент меньше (m + n – 1), опорный план вырожденный. Всю информацию о транспортной задаче удобно записывать в виде таблицы:

	           j

i
	1
	2
	…
	n
	ai

	1
	c11

x11
	c12

x12
	…
	c1n
x1n
	a1

	2
	c21

x21
	c22

x22
	…
	c2n
x2n
	a2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	m
	cm1

xm1
	cm2

xm2
	…
	cmn

xmn
	am

	bj
	b1
	b2
	…
	bn
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Как и в других задачах линейного программирования, процесс отыскания оптимального плана транспортной задачи начинается с какого-либо опорного плана.

Начальный опорный план может быть построен методом северо-западного угла. Метод состоит из конечной последовательности шагов. На каждом шаге определяем значение перевозки, стоящей в верхнем левом (северо-западном) углу таблицы. При этом перевозка полагается равной меньшему из чисел 
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 на данном шаге. Если 
[image: image259.wmf]j

i

b

a

<

, то 
[image: image260.wmf]i

ij

a

x

=

. В этом случае i-й поставщик продукции полностью исчерпал свои запасы и в дальнейшем в i-ю строку больше ничего не заносим (ставим прочерки). Если 
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. В этом случае j-й пункт назначения получил необходимую ему продукцию полностью, поэтому в незаполненных до этого клетках j-го столбца ставим прочерки. Если 
[image: image263.wmf]j
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, прочерки ставим только в строке или в столбце. В такой ситуации на следующем шаге перевозка, стоящая в северо-западном углу, получит значение 0 (базисный ноль). Если этот ноль не записать, то число базисных клеток будет меньше, чем (m + n – 1), что приведет в дальнейшем к невозможности нахождения оптимального решения методом потенциалов.

Начальный опорный план может быть найден также методом минимального элемента. В методе северо-западного угла при построении опорного плана не учитываются транспортные расходы cij. В методе минимального элемента при построении опорного плана на каждом шаге определяется значение той перевозки, которой соответствуют наименьшие транспортные расходы в незаполненной части таблицы. Порядок заполнения таблицы в методе минимального элемента такой же, как и в методе северо-западного угла.

6.2. Метод  потенциалов

Проверка плана на оптимальность осуществляется при помощи метода потенциалов. Пусть каждому пункту отправления соответствует потенциал Ui (
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), а пункту назначения – потенциал Vj (
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Теорема.

Если для некоторого опорного плана транспортной задачи существуют потенциалы Ui (
[image: image266.wmf]m
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) и Vj (
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), удовлетворяющие условиям:

Ui + Vj = cij  для базисных перевозок xij,

Ui + Vj ( cij  для небазисных xij,

то этот план является оптимальным.

Обозначим:
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Тогда условие оптимальности запишется в виде:

(ij = 0 для базисных xij,

(ij ( 0  для небазисных xij,

т. е.  (ij ( 0, 
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Алгоритм метода потенциалов

1. Строим начальный опорный план Х0 методом северо-западного угла или методом минимального элемента.

2. Находим потенциалы Ui (
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) и Vj (
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). Для этого составляем систему уравнений Ui + Vj = cij  для базисных xij. Базисных клеток в таблице (m + n – 1), поэтому составленная система содержит (m + n – 1) уравнение с (m + n) неизвестными. Система уравнений имеет бесчисленное множество решений и каждое такое решение пригодно для проверки полученного на первом этапе плана перевозок на оптимальность. Для нахождения какого-нибудь решения значение одного из потенциалов выбирается произвольным образом. На практике удобно наиболее часто встречающийся в системе потенциал положить равным нулю, после чего найти все остальные потенциалы.
3. Вычисляем 
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). Все вычисления удобно оформлять в виде таблиц. Если все вычисленные (ij ( 0, рассматриваемый опорный план является оптимальным. Задача решена. Записываем ответ. Если же среди оценок (ij есть положительные, рассматриваемый опорный план не оптимальный. Переходим к новому опорному плану.

4. В базис включаем клетку, соответствующую наибольшей положительной оценке 
[image: image278.wmf]ij

D

. Тогда одна из базисных клеток должна быть исключена из базиса. Строим цикл пересчета. Цикл представляет собой замкнутую ломаную линию, звенья которой пересекаются под прямым углом. В цикл входит только одна свободная клетка, которую необходимо загрузить, и некоторое количество базисных клеток. Поворот на 900 можно производить только в базисной (загруженной) клетке. Цикл образуют только угловые клетки, среди которых одна свободная, а остальные базисные. Неугловые клетки, находящиеся на сторонах звеньев ломаной линии, в цикл не входят. В каждом столбце или строке, где имеются клетки цикла, должно быть только две вершины цикла. Простейший цикл – прямоугольный, но возможны циклы и с самопересечениями. Каждой клетке цикла приписываем знак «+» или «–», чередуя их, начиная со знака «+» в свободной клетке, которую необходимо загрузить. Находим t – наименьшее из чисел xij клеток, помеченных знаком «–». 
Компоненты 
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 нового плана перевозок X1 вычисляем по формулам: 
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Таким образом, если в какую-то клетку цикла добавляется t единиц продукции, то из соседней по отношению к ней должны быть изъяты эти t единиц. Это делается для того, чтобы соблюдался баланс между поставками и потребностями в таблице. Вычисляем транспортные расходы нового плана перевозок:
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С планом перевозок Х1 поступаем точно так же, как и с планом перевозок Х0, т. е. возвращаемся к пункту 2 и т. д. Так поступаем до получения оптимального плана перевозок, т. е. такого плана, для которого все (ij ( 0.

пример

129. Фирма осуществляет доставку сахара в мешках на четыре торговые точки. Она имеет три склада, причем на первом складе имеется 20 мешков сахара, на втором – 40, на третьем – 90. Первая торговая точка заказала 50 мешков сахара, вторая – 50, третья – 30, четвертая – 20. Стоимость перевозки одного мешка сахара с первого склада на торговые точки равна 4; 5; 6; 4 ден. ед. соответственно; со второго склада – 3; 2; 3; 4 ден. ед.; с третьего склада – 2; 2; 3; 2 ден. ед. Найти план перевозок, минимизирующий суммарные транспортные расходы.

решение.

Строим математическую модель задачи. Обозначим через xij количество мешков сахара, перевозимого из i-го склада в j-ю торговую точку. Известна стоимость cij перевозки одного мешка сахара из i-го склада в j-ю торговую точку: с11 = 4;  с12 = 5;  с13 = 6;  с14 = 4;  с21 = 3;  с22 = 2; с23 = 3;  с24 = 4;  с31 = 2; с32 = 2;  с33 = 3;  с34 = 2.

По условию задачи запасы сахара на трех складах равны соответственно: а1 = 20;  а2 = 40;  а3 = 90, а потребности четырех торговых точек равны: b1 = 50;  b2 = 50;  b3 = 30;  b4 = 20.
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Следовательно, рассматриваемая задача является задачей закрытого типа.

Математическая модель задачи имеет вид:
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  (суммарные транспортные расходы)
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Всю информацию о рассматриваемой задаче записываем в виде таблицы:
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Строим начальный опорный план методом северо-западного угла. Определяем значение перевозки, стоящей в верхнем левом углу таблицы, т. е. перевозки х11:  x11 = min(50; 20) = 20.

Вписываем в таблицу x11 = 20 и уменьшаем на это число a1 и b1,  т. е. 
[image: image285.wmf]0

20

20

1

=

-

=

a

;

[image: image286.wmf]30

20

50

1

=

-

=

b
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, в незаполненных клетках первой строки ставим прочерки.

Получаем следующую таблицу:
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В полученной таблице левая верхняя перевозка х21. Находим ее значение: x21 = min(30; 40) = 30. Уменьшаем на это число 
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 и 
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. В незаполненных до этого клетках первого столбца ставим прочерки. Продолжая аналогичным образом, получаем первоначальный опорный план Х0:
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Вычисляем соответствующие плану перевозок Х0 транспортные расходы:

Z0 = 20 ( 4 + 30 ( 3 + 10 ( 2 + 40 ( 2 + 30 ( 3 + 20 ( 2 = 400.
Находим потенциалы Ui (
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) и Vj (
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). Для этого составляем систему уравнений Ui + Vj = cij  для базисных xij: 


[image: image294.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

+

=

+

=

+

=

+

=

+

=

+

.

2

,

3

,

2

,

2

,

3

,

4

4

3

3

3

2

3

2

2

1

2

1

1

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U

V

U


Полагая U3 = 0, получаем:
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Вычисляем 
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). Все вычисления оформляем в виде таблиц:
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Так как среди оценок (ij есть положительная оценка (31, рассматриваемый опорный план не оптимальный.

Переходим к новому опорному плану. Включаем в базис клетку, соответствующую положительной оценке (31. В таблице опорного плана строим цикл пересчета. Цикл содержит клетки: х31, х21, х22, х32. Отметим цикл пунктирной линией.

Рассмотрим клетки таблицы опорного плана, образующие цикл.

	–      3

30
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10
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–
	–      2

40


В клетке, включаемой в базис, ставим «+». В остальных клетках цикла ставим «–» и «+» поочередно, чтобы в любых двух соседних клетках цикла стояли разные знаки. Находим t – наименьшее из чисел xij клеток, помеченных знаком «–». В данном случае t = min(30; 40) = 30. Компоненты 
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 нового плана перевозок X1 вычисляем по формулам: 
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где  xij – компоненты плана перевозок Х0.

План перевозок Х1 имеет вид:
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Вычисляем транспортные расходы: Z1 = Z0 – t ( (31 = 400 – 30 ( 1 = 370. С планом перевозок X1 поступаем точно так же, как и с планом перевозок X0. Находим для плана перевозок Х1 потенциалы Ui (
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) и Vj (
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). Составляем систему уравнений: 
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Полагая U3 = 0, получаем:
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Вычисляем 
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Для плана перевозок Х1 все  (ij ( 0. Следовательно, это оптимальное решение транспортной задачи. Записываем ответ:
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[image: image312.wmf]370
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задачи для самостоятельного решения

130. Бетон, производимый на заводах А, В и С, надо развезти по строительным площадкам № 1, № 2 и № 3. Завод А производит 300 т. бетона в сутки, а заводы В и С – по 200 т. Потребность в бетоне за сутки на стройплощадке № 1 – 250 т, № 2 – 150 т, № 3 – 300 т. Стоимость перевозки одной тонны бетона с завода А на стройплощадки № 1, № 2, № 3 соответственно равна 3, 2, 4 ден. ед., с завода В – 1, 2, 3 ден. ед., с завода С – 3, 1, 2 ден. ед. Составить план перевозки бетона, при котором стоимость перевозок будет наименьшей. Начальный план построить методом северо-западного угла.

131. На трех шахтах добывается руда в количестве 50, 30, 10 т в день. Эту руду нужно переработать на четырех заводах. Известно, что первый и второй заводы могут переработать 30 т руды в день, третий – 10 т, четвертый – 20 т. Стоимость перевозки 1 т руды с каждой шахты на каждый завод задана матрицей:
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Составить оптимальный план перевозки руды, минимизирующий стоимость перевозок. Исходный план составить методом северо-западного угла.

132. На четырех оптовых базах сосредоточен однородный товар в количествах 50, 80, 60 и 40 ед. Этот товар необходимо перевезти в три магазина.

Каждый из магазинов должен получить соответственно 70, 90 
и 70 единиц товара. Стоимости перевозок единицы товара с каждой базы во все магазины задаются матрицей:
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Составить такой план перевозок, при котором общая стоимость перевозок является минимальной. Исходный план составить методом северо-западного угла.

133. В резерве трех железнодорожных станций А, В и С находятся соответственно 90, 400 и 110 вагонов. Составить оптимальный план перегона этих вагонов к трем пунктам погрузки зерна, если пункту № 1 необходимо 140 вагонов, № 2 – 300 вагонов, № 3 – 160 вагонов. Стоимости перегонов одного вагона со станции А в указанные пункты соответственно равны 2, 5, 3 ден. ед., со станции В – 4, 1, 5 ден. ед., а со станции С – 3, 6, 
8 ден. ед. Начальный план построить методом минимального элемента.

134. На трех складах имеется мука в количестве 50, 120 и 80 т, которая должна быть в течение месяца доставлена четырем хлебозаводам в количестве 30, 70, 50, 100 т соответственно. Составить оптимальный план перевозок, минимизирующий транспортные расходы, если стоимость доставки 1 т муки на хлебозаводы задана матрицей:
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Исходный план составить методом минимального элемента.

135. Завод имеет 4 цеха и 3 склада. Первый и второй цех производят по 20 тыс. изделий, третий – 40 тыс., четвертый – 10 тыс. изделий. Пропускная способность складов за то же время характеризуется показателями 30 тыс., 40 тыс. и 20 тыс. изделий соответственно. Стоимость перевозки 1 тыс. изделий из цехов на склады задается матрицей:
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Составить такой план перевозки изделий, при котором расходы на перевозку будут наименьшими. Исходный план составить методом минимального элемента.

136. Два филиала фирмы изготавливают одинаковую продукцию в количестве 400 ед. продукции в месяц каждый. Вся продукция фирмы поставляется в города А, В, С, потребности которых соответственно 200, 500, 100 ед. в месяц. Стоимости перевозок единицы продукции с первого филиала в города А, В и С равны 1 ден. ед., 2 ден. ед. и 2 ден. ед. Стоимости перевозок единицы продукции со второго филиала в города В и С равны 3 ден. ед. и 2 ден. ед. Что касается стоимости провоза единицы продукции со второго филиала в город А, то она может меняться в некоторых пределах (т. к., например, перевозка может осуществляться разными видами транспорта). Составить план снабжения городов А, В и С продукцией фирмы так, чтобы суммарная стоимость перевозки была наименьшей.

137. Решить транспортную задачу методом потенциалов, используя опорный план, найденный методом минимального элемента:
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138. Решить транспортную задачу методом потенциалов, используя опорный план, найденный методом минимального элемента:
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139. Решить транспортную задачу методом потенциалов, используя опорный план, найденный методом северо-западного угла:
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140. Решить транспортную задачу методом потенциалов, используя опорный план, найденный методом северо-западного угла:
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6.3. Открытая модель транспортной задачи

Транспортная задача, в которой суммарные запасы пунктов отправления не совпадают с суммарными потребностями пунктов назначения, называется задачей открытого типа или задачей с неправильным балансом. Таким образом, для транспортной задачи открытого типа 
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Возможны два случая:

1) 
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1. Если 
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 то это означает, что потребность в товаре пунктов назначения превышает запасы его в пунктах отправления. Введем фиктивный пункт отправления, запас товара в котором равен:
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Стоимости перевозок между фиктивным пунктом отправления и пунктами назначения принимаются равными нулю. Получаем задачу закрытого типа, которую решаем рассмотренными выше методами.

2. Если 
[image: image322.wmf]å
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, то это означает, что суммарные запасы товара в пунктах отправления превышают суммарные потребности пунктов назначения. В этом случае вводится фиктивный пункт назначения со спросом на товар:
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Стоимости перевозок между пунктами отправления и фиктивным пунктом назначения принимаются равными нулю. Получаем задачу закрытого типа.
примеры

141. Транспортную задачу открытого типа привести к задаче закрытого типа.
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решение.
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 поэтому вводим фиктивный пункт отправления с запасом товара а3 = 110 – 80 = 30.

Стоимости перевозок с фиктивного пункта отправления на все пункты назначения принимаются равными нулю. Получаем следующую задачу закрытого типа:
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142. Транспортную задачу открытого типа привести к задаче закрытого типа.
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решение.
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, поэтому вводим фиктивный пункт назначения со спросом на товар b4 = 80 – 70 = 10.

Стоимости перевозок с пунктов отправления на фиктивный пункт назначения принимаются равными нулю. Получаем следующую задачу закрытого типа.
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задачи для самостоятельного решения

143. В трех хранилищах горючего находится бензин, который необходимо развезти по трем автозаправочным станциям. При этом в первом хранилище содержится 150 т, а во втором и третьем – по 100 т бензина. Первой и второй автозаправочным станциям требуется по 80 т бензина, третьей – 110 т. Стоимости перевозок 1 т бензина с первого хранилища к автозаправочным станциям равны соответственно 1, 3, 2 ден. ед., со второго хранилища – 2, 4, 1 ден. ед., с третьего – 4, 3, 3 ден. ед. Составить такой план перевозок бензина, при котором общая стоимость перевозок является наименьшей. Исходный план составить методом северо-западного угла.

144. Фирма осуществляет поставку бутылок на три завода, занимающиеся производством прохладительных напитков. Она имеет три склада, причем на складе 1 находится 2000 бутылок, на складе 2 – 3000 бутылок, а на складе 3 – 4000 бутылок. Первому заводу требуется 4000 бутылок, второму – 6000, третьему – 1000 бутылок. Стоимость перевозки 1000 бутылок с первого склада на заводы равна 6, 4, 9 ден. ед. соответственно, со склада 2 – 5, 3, 3 ден. ед., со склада 3 – 2, 3, 6 ден. ед. Как следует организовать доставку бутылок на заводы, чтобы общая стоимость перевозок была минимальной? Исходный план составить методом северо-западного угла.

145. Для строительства четырех дорог используется гравий из трех карьеров. Запасы гравия в каждом из карьеров соответственно равны 120, 280 и 160 т. Потребности в гравии для строительства каждой из дорог соответственно равны 130, 220, 60 и 70 т. Известны также тарифы перевозок
 1 т гравия из карьеров к строящимся дорогам, которые задаются матрицей:
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Составить такой план перевозок гравия, при котором потребности в нем каждой из строящихся дорог были бы удовлетворены при наименьшей общей стоимости перевозок. Исходный план построить методом минимального элемента.

146. Для строительства четырех объектов используется кирпич, изготовленный на трех заводах. Ежедневно каждый из заводов выпускает 240 тыс., 50 тыс., 110 тыс. кирпичей. Ежедневные потребности в кирпиче на каждом из строящихся объектов соответственно равны 90 тыс., 190 тыс., 40 тыс., 130 тыс. кирпичей. Известны также расходы на перевозку 1 тыс. кирпичей с каждого из заводов к каждому из строящихся объектов:
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Составить такой план перевозок кирпича к строящимся объектам, при котором общая стоимость перевозок является минимальной. Исходный план составить методом минимального элемента.

В задачах с номерами 145–148 решить транспортную задачу.
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6.4. Задачи транспортного типа

Алгоритм и методы решения транспортной задачи могут быть использованы при решении некоторых экономических задач, не имеющих ничего общего с транспортировкой груза. В этом случае величины cij имеют различный смысл в зависимости от конкретной экономической задачи. Например, означают стоимость, расстояние, время, производительность, эффективность и т. д. Так как согласно алгоритму транспортной задачи находится минимум целевой функции, то в тех задачах, где требуется найти максимум, целевую функцию необходимо умножить на –1, т. е. занести в таблицу все значения cij со знаком «минус».

задачи для самостоятельного решения

147. Мясокомбинат имеет в своем составе 4 завода, на каждом из которых может изготовляться 3 вида колбасных изделий. Мощности каждого из заводов соответственно равны 32, 28, 27 и 35 тонн в сутки. Ежедневные потребности в колбасных изделиях каждого вида также известны и соответственно равны 45, 37 и 40 тонн. Зная себестоимость 1 тонны каждого вида колбасных изделий на каждом заводе, которые определяются матрицей:
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найти такое распределение выпуска колбасных изделий между заводами, при котором себестоимость изготовляемой продукции является минимальной.

148. Найти оптимальное распределение специалистов трех профилей, имеющихся в количествах 60, 30, 45 между 4 видами работ. Потребности в специалистах для каждого вида работы соответственно равны 25, 45, 25, 40; матрица:
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характеризует эффективность использования специалиста на данной работе.

149. Имеется 3 участка земли, на которых могут быть засеяны пшеница, рожь, гречиха и ячмень. Площадь каждого из участков соответственно равна 60, 20 и 30 га. С учетом наличия семян пшеницей, рожью, гречихой и ячменем следует соответственно засеять 40, 20, 20, 30 га. Урожайность каждой из культур для каждого из участков различна и задается матрицей:
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Определить, сколько гектаров каждой культуры на каждом из участков следует засеять, чтобы общий сбор зерна был максимальным.

150. В строительном тресте 13 тяжелых и 4 легких экскаваторов. Необходимость в них есть в четырех строительных управлениях (СУ), выработка в которых (в м3 за 1 час) на один тяжелый и один легкий экскаваторы соответственно таковы: 20 и 5, 22 и 10, 25 и 12, 18 и 6. В одно СУ можно отправить не более 5 экскаваторов. Определить число тяжелых и легких экскаваторов, направляемых в каждое СУ, если требуется максимизировать суммарную выработку всех экскаваторов за 1 час.

151. Распределить 3 вида топлива, имеющегося в количестве 20, 30, 40 тонн, между четырьмя агрегатами, потребности которых соответственно равны 40, 25, 15, 20 тонн. Матрица:


[image: image335.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

8

3

6

5

6

2

3

4

4

6

7

3

C


характеризует теплотворную способность (ккал/кг) каждого вида топлива при использовании его на каждом агрегате.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ

1. Сформулируйте транспортную задачу ЛП и запишите ее математическую модель.

2. Какие существуют методы построения начального опорного плана?

3. Сколько базисных клеток содержит таблица транспортной задачи?

4. Перечислите основные этапы метода потенциалов.

5. Сформулируйте критерий оптимальности для допустимого решения транспортной задачи.

6. Чем отличается транспортная задача открытого типа от задачи закрытого типа?

7. Как транспортную задачу открытого типа преобразовать в задачу закрытого типа?

8. Для решения каких экономических задач применяется транспортная задача?

7. целочисленное программирование. 
метод гомори
Значительная часть экономических задач, относящихся к задачам линейного программирования, требует целочисленного решения. К ним относятся задачи, у которых переменные величины означают количество единиц неделимой продукции. Если исходная задача содержит две переменные х1 и х2, то эту задачу можно решить графически. Строим область допустимых решений задачи без учета целочисленности. Получаем некоторую выпуклую область D на плоскости. Если потребовать целочисленности решений, то область допустимых решений превратится в систему точек, находящихся на пересечении целочисленных значений х1 и х2, принадлежащих области D. Учитывая направление grad Z аналогично тому, как это делалось в графическом методе без условия целочисленности, находим точку, в которой функция Z принимает экстремальное значение, вычисляем значение Z и записываем ответ. Рассмотрим общий случай. 

Пусть требуется решить задачу:
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Если решить симплексным методом задачу без условия целочисленности, а затем округлить полученные результаты до ближайших целых значений, можно получить решение, не принадлежащее области допустимых решений исходной задачи. В связи с этим для решения задач целочисленного программирования применяют специальные методы. Одним из них является метод Гомори (метод отсекающих плоскостей). Временно отбросив условие целочисленности, находим оптимальное решение задачи. Пусть для определенности m = 3, n = 5. Предположим, что в оптимальном решении х1, х2, х3 – базисные переменные, а х4, х5 – свободные переменные. 

Тогда последняя таблица имеет вид:

	В
	А1
	А2
	А3
	А4
	А5

	(1
	1
	0
	0
	(14
	(15

	(2
	0
	1
	0
	(24
	(25

	(3
	0
	0
	1
	(34
	(35


Хопт = ((1; (2; (3; 0; 0).

Если все (i – целые числа, то полученное решение – целочисленное оптимальное решение. Записываем ответ. Если некоторое (i дробное, а все (ij – целые числа, задача не имеет целочисленного решения. Если же задача имеет целочисленное решение, то если (i – дробное, то среди (ij обязательно есть дробные числа. Обозначим: [(i], [(ij] – целые части чисел (i и (ij (целая часть числа – это наибольшее целое число, не превосходящее это число); {(i}, {(ij} – дробные части чисел (i и (ij ({(i} = (i – [(ij] ( 0; {(ij} = (ij – [(ij] ( 0).

К системе ограничений задачи добавляем ограничение:
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Этому ограничению удовлетворяет любое целочисленное решение исходной задачи и не удовлетворяет найденное оптимальное нецелочисленное решение. Такое ограничение называют правильным отсечением.
Двойственный симплексный метод позволяет отыскать оптимальное целочисленное решение, добавляя дополнительное ограничение не к исходной системе ограничений, а к полученному оптимальному нецелочисленному решению. Преобразуем дополнительное ограничение в уравнение, вычитая из его левой части дополнительную переменную. Умножаем обе части полученного уравнения на –1 и, добавив в последней таблице строку и столбец, записываем это уравнение. Применяя двойственный симплексный метод, находим новое решение. Если оно не является целочисленным, то по последней симплексной таблице составляем новое ограничение и продолжаем вычисления до тех пор, пока будет получено целочисленное решение задачи или будет установлена неразрешимость задачи.

Замечание. Если в оптимальном плане несколько дробных (i, то дополнительное ограничение составляем для переменной с max{(i}. Это ускоряет процесс получения оптимального целочисленного решения.

пример
152. Найти решение задачи:

Z = –3x1 – x2 – 2x3    (   min
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решение.

Используя симплексный метод, находим решение задачи без условий целочисленности. Строим допустимое базисное решение.

Решаем задачу, используя полученное ДБР. Все вычисления оформляем в виде таблицы.

	i
	базис
	СБ
	В
	–3
	–1
	–2
	0

	
	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4

	1

2
	–

–
	–

–
	9
10
	1

3
	(
1
	4
5
	

	1

2
	А2
–
	–1

–
	9/2
11/2
	1/2
5/2
	1

0
	2
3
	

	1
	А2
	–1
	17/5
	0
	1
	7/5
	

	2
	А1
	–3
	11/5
	1
	0
	6/5
	

	3
	
	
	–10
	0
	0
	–3
	

	1
	А2
	–1
	17/5
	0
	1
	7/5
	0

	2
	А1
	–3
	11/5
	1
	0
	6/5
	0

	3
	А4
	0
	–1
	0
	0
	–1
	1

	4
	
	
	–10
	0
	0
	–3(
	0

	1
	А2
	–1
	2
	0
	1
	0
	7/5

	2
	А1
	–3
	1
	1
	0
	0
	6/5

	3
	А3
	–2
	1
	0
	0
	1
	–1

	4
	
	
	–7
	0
	0
	0
	–3


Таблица состоит из трех частей. Построенное ДБР оказалось оптимальным решением задачи без условий целочисленности, т. к. в первой таблице все оценки (j ( 0. Получаем:   Zmin = –10;    Xопт. = (11/5; 17/5; 0).

Нам необходимо получить целочисленное решение. Находим дробные части х1 и х2: {17/5} = {32/5} = 2/5;  {11/5} = {21/5} = 1/5.

Дополнительное ограничение строим для переменной х2 (первое уравнение), т. к. 2/5 > 1/5.

{7/5}x3 ( {17/5}     (    2/5x3 ( 2/5     (     x3 ( 1.

Неравенство преобразуем в уравнение: х3 – х4 = 1. Умножаем обе части этого уравнения на –1:

–х3 + х4 = –1.

В симплексной таблице добавляем строку и столбец и дописываем полученное уравнение (вторая часть таблицы).

Применяя двойственный симплексный метод, получаем ответ:

Zmin = –7;   Хопт. = (1; 2; 1).

задачи для самостоятельного решения

Задачи с номерами 155–158 решить графическим методом.
153. Z = –x1 + x2    ( max
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154. Z = x1 + 2x2    ( max
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155. Цех выпускает трансформаторы двух видов. На один трансформатор первого вида расходуется 3 кг железа и 5 кг проволоки, 
а на один трансформатор второго вида – 5 кг железа и 2 кг проволоки. 
От реализации одного трансформатора первого вида цех получает прибыль 90 ден.ед., а второго – 40 ден.ед. Сколько трансформаторов каждого вида должен ежедневно выпускать цех, чтобы получить максимальную прибыль, если расход железа не может превышать 30 кг в день, а проволоки – 20 кг в день?

156. В отделе контроля работают контролеры 4 и 5 разрядов. Норма их сменной выработки не менее 1800 изделий (за 8 часов). Контролер 5 разряда проверяет 25 изделий в час, не допуская ошибок в 98% случаев. Контролер 4 разряда проверяет 15 изделий в час, не допуская ошибок в 95% случаев. Их часовая зарплата составляет: 5-й разряд – 4 ден. ед., 4-й разряд – 3 ден. ед. Каждая ошибка контролера приносит предприятию 
2 ден. ед. убытка. Численность контролеров в отделе ограничена 8 контролерами 5-го разряда и 10 контролерами 4-го разряда. Руководство желает знать оптимальный состав отдела контроля, при котором затраты на контроль будут минимальными.

Задачи с номерами 159–168 решить методом Гомори.
157. Z = x1 – x2 +x3 – x4   (   max
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158. Z = x1 + 2x2 +3x5    (   min
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159. Z = x1 – 2x2 + x3 + 3x4   (   max
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160. Z = x1 + 4x2 – x3    (   max
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161. Z = 2x1 – 2x2 + 3x3 – 3x4   (   max
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162. Z = 3x1 + 2x2    ( max
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163. Для приобретения оборудования, размещаемого на производственной площади 38 м2 фирма выделяет 20 тыс. ден.ед. Имеется оборудование двух типов: типа А стоимостью 5 тыс. ден.ед. за единицу, требующее производственную площадь 8 м2 и имеющее производительность 9 тыс. ед. продукции за смену, и типа В – стоимостью 2 тыс. ден.ед., занимающее площадь 4 м2 и дающее за смену 4 тыс. ед. продукции. Требуется рассчитать оптимальный вариант приобретения оборудования, обеспечивающий максимальную производительность участка.

164. Фирма выпускает три вида изделий: А, В и С. Плановый сменный выпуск составляет 9 шт. изделия А, 7 шт. изделия В и 6 шт. изделия С. Сменные ресурсы: 51 ед. производственного оборудования, 54 ед. сырья, 67 ед. электроэнергии, их расход на одно изделие дан в таблице:

	Ресурсы
	Изд. А
	Изд. В
	Изд. С

	Оборудование
	3
	2
	–

	Сырье
	1
	4
	1

	Электроэнергия
	3
	3
	1



Прибыль от реализации изделия А – 1 ден. ед., изделия В – 5 ден. ед., С – 1 ден. ед. Определить, сколько изделий каждого вида надо производить, чтобы получить максимальную прибыль от выпускаемых сверх плана изделий.

165. Листовой материал необходимо раскроить на заготовки в количестве не менее 40 шт. первого типа и не менее 90 штук второго. Известны 3 способа раскроя. Количество деталей, получаемых из одного листа, приведено в таблице:

	Способ раскроя

Тип детали
	1
	2
	3

	Тип 1
	3
	2
	1

	Тип 2
	4
	5
	2


Определить план раскроя, минимизирующий суммарный расход материала.

166. Какое минимальное количество листов жести размера 13(6 м2 необходимо раскроить, если требуется получить не менее 30 заготовок 5(5 м2 и 155 заготовок 4(3 м2?

8. Дробно-линейное программирование

Математическая модель задачи дробно-линейного программирования имеет вид:
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8.1. Графический метод

Графический метод применяется для решения задач, содержащих две переменные. Основные ограничения заданы в виде неравенств. Рассмотрим два случая:

а) пусть функция Z однородная:
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Система ограничений определяет на плоскости область допустимых решений. Рассмотрим линии уровня функции Z. При Z = const  получаем:
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Обозначив 
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, получаем, что линия уровня – это прямая x2 = kx1, проходящая через начало координат. При изменении значения Z прямая поворачивается вокруг начала координат. Геометрически задача состоит в нахождении такой прямой x2 = kx1, которая соответствует наименьшему (или наибольшему) значению Z. Переменная k является функцией от Z, причем


[image: image353.wmf]2

2

2

2

1

2

1

)

(

z

d

c

d

c

c

d

k

-

-

=

¢

,

т. е. 
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 сохраняет знак при всех Z. Если 
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 > 0, то k(Z) возрастающая функция, т. е. большему значению k соответствует большее значение Z. Если 
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 < 0, то k(Z) убывающая функция, т. е. большему значению k соответствует меньшее значение Z.

Замечание. Знаменатель 
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 всегда положительный. Знак 
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 определяется числителем. Удобно использовать равенство:
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б) пусть функция Z неоднородная:
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В этом случае линией уровня является прямая x2 = kx1 + b, проходящая через точку М((, (), координаты которой находятся из решения системы уравнений:
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Угловой коэффициент k совпадает с угловым коэффициентом линии уровня x2=kx1 однородной функции Z, т.е. 
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Чтобы применить графический метод, необходимо:

1) построить область допустимых решений;

2) решить систему уравнений, найти (, ( и построить точку М((, ();

3) как и в предыдущем случае, определить знак k';

4)  поворачивая прямую x2 = kx1 + b вокруг точки М, найти предельные положения линии уровня, соответствующие оптимальным точкам.
пример

167. Решить графическим методом задачи:

а)
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решение.

Строим область допустимых решений.

Получаем четырехугольник АВСD, ограниченный прямыми:

x1 + x2 = 5;

x1 – 2x2 = –7;
x1 = 7;
x2 = 2.


Линиями уровня являются прямые, проходящие через начало координат. Находим знак 
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т. е. с ростом k функция Z убывает.

При повороте линии уровня от оси 0х1 к оси 0х2 угловой коэффициент k возрастает, следовательно, функция Z убывает.

Отсюда следует, что в точке D функция Z принимает максимальное значение, а в точке В – минимальное значение. Находим координаты этих точек. Точка В – это точка пересечения первой и второй прямых; точка D – точка пересечения третьей и четвертой прямых. Получаем В(1; 4), D(7; 2).

Вычисляем значение функции Z в этих точках и записываем ответ:

Zmin = 
[image: image367.wmf]9
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-

;

Xmin = (1; 4);

Zmax = 
[image: image368.wmf]11

19

;

Xmax = (7; 2).

б) рассмотрим теперь нахождение экстремума неоднородной функции Z при ограничениях, заданных в предыдущей задаче, т.е. требуется решить графическим методом задачу:
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Областью допустимых решений является четырехугольник ABCD, построенный при решении предыдущей задачи.
Находим точку М, через которую проходят линии уровня. Для этого решаем систему уравнений:
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Таким образом, линии уровня проходят через точку М (9; ‑1).


Определим знак 
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>0  ( k (z) возрастающая функция, т.е. с ростом k функция Z возрастает. Отсюда следует, что в точке С функция Z принимает минимальное значение, а в точке А – максимальное значение. Находим координаты этих точек. Точка С – это точка пересечения второй и третьей прямых; точка А – точка пересечения первой и четвертой прямых. Получаем: С (7; 7), А (3; 2).

Вычисляем значение функции Z в этих точках и записываем ответ:

Zmin = 
[image: image376.wmf]11
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;

Xmin = (7; 7);

Zmax = 3;

Xmax = (3; 2).

задачи для самостоятельного решения
Задачи с номерами 170–185 решить графическим методом.
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176. 
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177. 
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178. 
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179. 
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180. Для производства ткани определенного артикула предприятие может использовать 2 ткацких станка. Производительность станков различна и составляет 10 метров в час для станка I и 4 метра в час для станка II. Затраты, связанные с производством 1 метра ткани, – 8 ден. ед. для станка I и 7 ден. ед. для станка II. В связи с техническими особенностями производства оба станка не могут работать одновременно и, кроме того, станок II нецелесообразно использовать менее 2 часов в течение смены (8 часов). Определить сменную выработку каждого станка, минимизирующую себестоимость выпускаемой ткани, если предприятие имеет заказ, для выполнения которого необходимо производить не менее 50 метров ткани за смену.

181. Механический завод при изготовлении деталей некоторого типа использует токарное, фрезерное и сварочное оборудование. При этом обработку каждой детали можно вести двумя различными технологическими способами. Необходимые данные приведены в таблице:

	Оборудование
	Время обработки 1 детали (час)
	Полезный фонд времени в смену (станко-часы)

	
	I технолог. способ
	II технолог. способ
	

	Фрезерное
	1
	2
	160

	Токарное
	1
	1
	120

	Сварочное
	1
	–
	90

	Затраты на 1 деталь (ден. ед.)
	3
	2
	



Составить оптимальный план загрузки оборудования, минимизирующий себестоимость детали, если планом предусмотрен выпуск 100 деталей в смену.

182. Небольшая фирма, специализирующаяся на изготовлении женской обуви, планирует в следующем месяце перейти на выпуск двух моделей женских туфель, для производства которых используется три вида кожтоваров. Количество кожтоваров, идущее на изготовление одной пары туфель, себестоимость и ожидаемая прибыль от реализации одной пары каждой модели, а также наличие кожтоваров на складе фирмы приведены в таблице:

	Модель
туфель
	Количество кожтоваров на 
1 пару (м2)
	Себестоимость (ден. ед.)
	Прибыль (ден. ед.)

	
	I
	II
	III
	
	

	А
	0,4
	0,2
	0,1
	50
	12

	В
	0,2
	0,2
	–
	30
	7

	Запас кожтоваров (м2)
	80
	60
	16
	
	



Отдел сбыта фирмы полагает, что спрос на туфли модели В не будет превышать спрос на туфли модели А более, чем в 3 раза. Кроме того, фирма имеет предварительный заказ на производство 40 пар туфель модели В. Определить объемы производства туфель каждой модели, которые обеспечат фирме максимальную рентабельность производства.

183. Аграрная фирма, специализирующаяся на выращивании овощей, планирует в следующем году выращивать 2 сельскохозяйственные культуры (капусту и морковь) и выделяет для этого 100 га земельных угодий. Под капусту решено отвести участок не меньшей площади, чем под морковь и, в то же время, превышающий его по площади не более, чем на 70 га. Ориентировочные урожайность, себестоимость и закупочные цены приведены в таблице:

	Показатель
	Капуста
	Морковь

	Урожайность (ц/га)
	300
	400

	Себестоимость (ден. ед.)
	15
	65

	Закупочная цена (ден. ед./ц)
	20
	80


Известно также, что на возделывание 1 га, занятого капустой, необходимо 50 человеко-часов труда механизаторов, а 1 га, занятого морковью, – 150 человеко-часов. Всего для обработки данных участков фирма может выделить 7500 человеко-часов механизированного труда. Определить оптимальную структуру использования земельных угодий, взяв за критерий оптимальности рентабельность, как отношение прибыли к себестоимости, если руководство фирмы запланировало уровень валового дохода от реализации продукции в размере 2400 ден. ед.

8.2. Сведение задачи дробно-линейного программирования к задаче линейного программирования
Требуется найти решение задачи:
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Будем считать, что в области допустимых решений знаменатель целевой функции не равен нулю и, следовательно, сохраняет знак. Если 
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, числитель и знаменатель можно умножить на –1, поэтому в дальнейшем считаем, что 
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 в области допустимых решений.

Обозначим 
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 и введем новые переменные:

yj = y0xj,  
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В рассматриваемой задаче переходим к новым переменным:
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В новых переменных исходная задача запишется в виде:
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Получили задачу ЛП (линейного программирования), которая может быть решена обычным симплексным методом.

Пусть Yопт = (y1, y2, …, yn, y0).
Оптимальные значения xj находим по формуле 
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пример

184. Найти решение задачи:
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(8.1)

решение.

Обозначим:  
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. В новых переменных исходная задача запишется в виде:

Z = y1 + 2y2 + y3 – y0    (   min
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(8.2)

Получена задача линейного программирования. В симплексном методе вычисления начинают с исходного допустимого базисного решения. Система основных ограничений задачи содержит два единичных вектора (А3 и А4). Нужен третий единичный вектор. Строим исходное ДБР, после чего применяем симплексный метод. Вычисления оформляем в виде таблицы:

	i
	базис
	СБ
	В
	1
	2
	1
	0
	–1

	
	
	
	
	А1
	А2
	А3
	А4
	А0

	1

2

3
	А3
А4
–
	1

0

–
	0
0
1
	–1

1

1
	1
1
3
	1

0

0
	0

1

0
	–1

–7

(

	1
	А3
	1
	1/2
	–1/2
	5/2
	1
	0
	0

	2
	А4
	0
	7/2
	9/2
	23/2
	0
	1
	0

	3
	А0
	–1
	1/2
	1/2
	3/2
	0
	0
	1

	4
	
	
	0
	–2
	–1
	0
	0
	0


Так как все оценки (j ( 0, получено оптимальное решение задачи (8.2):  Zmin = 0;  Yопт = (0; 0; 1/2; 7/2; 1/2).

Оптимальные значения xj задачи (8.1) находим по формуле 
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.  В данном случае y0 = 1/2, поэтому xj = 2yj, 
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Получено следующее решение задачи (8.1): Zmin = 0;  Хопт = (0; 0; 1; 7).

задачи для самостоятельного решения

Найти решение задач с номерами 187–192.
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186. 
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187. 
[image: image429.wmf]3

2

2

3

2

4

3

1

+

-

+

-

-

=

x

x

x

x

x

Z

   (  max

[image: image430.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

³

=

+

+

=

+

.

4

,

1

,

0

,

3

,

2

4

3

2

3

1

j

x

x

x

x

x

x

j


188. 
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189. 
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9. элементы нелинейного программирования
9.1. Особенности задач нелинейного программирования

Некоторые экономические задачи допускают такие математические модели, в которых переменные входят нелинейно. В общем виде задача нелинейного программирования имеет вид:
найти максимум или минимум целевой функции Z = f(x1, x2, …, xn) при условиях:  (i(x1, x2, …, xn) = 0  (( 0;  ( 0),  
[image: image437.wmf]m
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, причем все или часть заданных функций f и (i являются нелинейными.
В отличие от линейного программирования в нелинейном программировании отсутствуют универсальные методы решения задач типа симплексного. Сравним задачи линейного и нелинейного программирования. В задачах линейного программирования область допустимых решений является выпуклой с конечным числом крайних точек.
В задачах нелинейного программирования область допустимых решений может быть невыпуклой и может иметь бесконечное число крайних точек. В случае линейного программирования экстремум достигается в крайних точках области допустимых решений. В случае нелинейного программирования экстремум может достигаться не только в крайних точках, но и внутри области допустимых решений, причем целевая функция может иметь несколько локальных экстремумов в области допустимых решений, тогда как в задачах линейного программирования локальный максимум или минимум является и глобальным.

9.2. Графический метод

Графический метод применяется для решения задач нелинейного программирования с двумя переменными и ограничениями-неравенствами. Рассмотрим применение метода на конкретном примере.
пример

191. Найти минимальное и максимальное значения функции Z = x12 + x22 – 2x1 – 10x2 + 26  при ограничениях:


[image: image438.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

³

£

+

-

£

-

+

.

0

,

0

,

0

1

,

0

7

2

1

2

1

2

2

1

x

x

x

x

x

x


решение.

Строим область допустимых решений задачи. Область ограничена параболой x2 = –x12 + 7, прямой  x1 – x2 + 1 = 0 и осью 0х2. Целевую функцию Z можно записать в виде  Z = (x1 – 1)2 + (x2 – 5)2.



Для получения уравнения линии уровня полагаем Z = const. Пусть Z = ( ( 0. Получаем (x1 – 1)2 + (x2 – 5)2 = (, т. е. линиями уровня являются концентрические окружности с центром в точке М(1; 5) и радиусами, равными 
[image: image439.wmf]a

. На каждой из окружностей Z = (, т. е. равняется квадрату радиуса окружности.  Наименьшее значение функция Z принимает во внутренней точке М(1; 5):  Zmin = 0;  Xmin = (1; 5).

Окружность наибольшего радиуса будет проходить через точку А(0; 1). Поэтому  Zmax = 17;  Xmax = (0; 1).

задачи для самостоятельного решения

Задачи с номерами 194–213 решить графическим методом.

192. Z = x12 + x22    (   min(max)
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193. Z = x12 + x22    (   min(max)
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194. Z = x12 + (x2 – 1)2    (   min(max)
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195. Z = (x1 – 2)2 + x22    (   min(max)
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196. Z = (x1 – 3)2 + (x2 – 2)2    (   min(max)
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197. Z = (x1 – 2)2 + (x2 – 6)2    (   min(max)


[image: image445.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

£

³

+

.

5

,

4

,

6

2

1

2

1

x

x

x

x


198. Z = (x1 – 2)2 + (x2 – 3)2    (   min(max)
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199. Z = (x1 – 1)2 + (x2 – 2)2    (   min(max)
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200. Z = (x1 – 2)2 + (x2 – 3)2    (   min(max)
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201. Z = (x1 – 4)2 + x22    (   min(max)
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202. Z = (x1 – 5)2 + (x2 – 5)2    (   min(max)
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203. Z = x12 + x22    (   min(max)


[image: image451.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

³

£

+

³

+

.

0

,

0

,

12

3

2

,

2

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x


204. Z = x12 + x22    (   min(max)


[image: image452.wmf]î

í

ì

³

+

-

£

+

-

.

0

4

,

0

2

2

1

2

2

1

x

x

x

x


205. Z = x12 + x22    (   min(max)
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206. Z = 2x1 + x2    (   min(max)
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207. Z = x1 ( x2    (   min
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208. Фирма изготавливает два вида продукции А и В, используя для этого два вида сырья, суточный запас которого составляет соответственно 120 и 240 усл. ед. Затраты сырья для изготовления единицы продукции каждого вида заданы в таблице:

	Сырье
	Затраты сырья на единицу продукции (усл. ед.)

	
	А
	В

	1
	1
	3

	2
	3
	4


Отдел сбыта считает, что производство продукции В должно составлять не более 75% общего объема производства. Известна цена реализации единицы продукции А и В – 80 ден. ед. и 140 ден. ед. соответственно. 

Определить оптимальный план производства продукции, максимизирующий прибыль, если на основе исследований было установлено, что затраты с1 и с2, обусловленные изготовлением х1 единиц продукции А 
и х2 единиц продукции В, равны:

а) с1 = х12 + 10х1 + 100,

 с2 = х22 + 50х2;

б) с1 = х12,

  с2 = х22 + 120х2;

в) с1 = х12 + 60х1,

 с2 = х22 + 50.

209. Фирма специализируется на производстве офисной мебели, 
в частности она выпускает две модели сборных книжных полок – А и В. Полки обеих моделей обрабатываются на станках I и II. Время обработки одной полки каждой модели дано в таблице:

	Станки
	Время обработки полки (мин)

	
	А
	В

	I
	30
	15

	II
	12
	36


Время работы станков I и II составляет соответственно 40 и 36 часов в неделю. Изучение рынка сбыта показало, что недельный спрос на книжные полки модели А никогда не превышает спрос на полки модели В более, чем на 30 единиц, а спрос на полки модели В не превышает 50 единиц 
в неделю. Опытным путем установлена зависимость между ценами р1 и р2 одной полки моделей А и В и объемами их производства х1 и х2 соответственно:

а) р1 = 160 – х1,
б) р1 = 40 – х1,

    р2 = 180 – х2;
    р2 = 140 – х2;

в) р1 = 80 – х1,
г) р1 = 120 – х1,

    р2 = 40 – х2;
    р2 = 20 – х2;

д) р1 = 20 – х1,

    р2 = 40.

Определить объемы производства книжных полок разных моделей, максимизирующие доход фирмы.

210. Сахарный завод производит из сахарной свеклы 2 вида продукции: сахар-песок и сахар-рафинад. Технико-экономические показатели производства содержатся в таблице:

	Ресурсы
	Нормы затрат на 1 кг продукции
	Запас ресурсов

	
	сахар-песок
	сахар-рафинад
	

	Сырье (кг)
	10
	20
	800

	Электроэнергия (кВт/ч)
	7
	4
	280

	Оборудование (станко-ч)
	50 – х1
	40 – х2
	800

	Прибыль от реализации 1 кг (ден. ед.)
	2
	3
	


где х1 и х2 – объемы производства сахара-песка и сахара-рафинада соответственно.

Определить оптимальный план производства, максимизирующий прибыль завода.

211. Предприятие химической промышленности получило заказ на выпуск двух видов продукции А и В. Производственная мощность предприятия позволяет произвести за месяц или 8 т продукции А, или 12 т продукции В, или любую их комбинацию в пределах допустимой мощности. Загрязнение окружающей среды, вызванное производством этих видов продукции, мультипликативно зависит от их объемов (т. е. имеет вид х1 ( х2, где х1 – количество произведенной продукции А, х2 – продукции В (т)). Предельно допустимый уровень загрязнения составляет 18 усл. ед. в месяц. Эмпирическим путем установлены зависимости себестоимостей с1 и с2 
1 тонны продукции А и В от объемов их производства:
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По договору с заказчиком цены на выпущенную продукцию устанавливаются в зависимости от объемов их производства за месяц следующим образом: если будет выпущена 1 тонна продукции А, то ее цена будет 15 ден. ед., если 2 тонны – то заказчик платит по 14 ден. ед. за каждую тонну, если 3 тонны – по 13 ден. ед. и т. д. Аналогично для продукции В: 1 т – по 12 ден. ед., 2 т – по 11 ден. ед. за 1 тонну, 3 т – по 10 ден. ед. за 1 тонну и т. д.

Определить оптимальный для предприятия месячный план выпуска продукции, максимизирующий прибыль.

9.3. Экстремальные задачи без ограничений

Пусть требуется найти экстремум функции Z = f(x1, x2, …, xn).

Используя необходимое условие существования локального экстремума, находим стационарные точки. Для этого решаем систему уравнений:
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Чтобы определить, есть ли экстремум в стационарной точке, вычисляем все производные второго порядка в этой точке и записываем матрицу:
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Вычисляем главные миноры матрицы:
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…
(n = detH.

Если (1 > 0, (2 > 0, …, (n > 0, то в стационарной точке локальный минимум; если же (1 < 0, (2 > 0, (3 < 0 … (т. е. знаки миноров чередуются, причем (1 < 0), то в стационарной точке локальный максимум.

Если же среди главных миноров матрицы есть равные нулю, требуются дополнительные исследования.

пример

212. Исследовать на экстремум функцию

Z = x1x2 + 2x1x3 – x12 – x22 – 4x32 + 4x1.
решение.

Вычисляем частные производные:
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Стационарные точки находим из системы:
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Система имеет одно решение: х1 = 4;  х2 = 2;  х3 = 1. Получили стационарную точку М (4; 2; 1).

Находим вторые производные:
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Заметим, что значения вторых производных не зависит от порядка дифференцирования, т.е. 
[image: image473.wmf]
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Составляем матрицу Н:
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Вычисляем главные миноры матрицы Н:

(1 = –2 < 0;
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Следовательно, в точке М(4; 2; 1) максимум. Zmax = 8.

задачи для самостоятельного решения

В задачах с номерами 215–223 исследовать на экстремум следующие функции.

213. Z = x12 + 2x22 – 2x1x2 – 2x1.

214. Z = 2x12 + x22 – 2x1x2 – 4x2.

215. Z = x1x2 – x12 – x22 + х1 + x2.

216. Z = 2x1x2 – 2x12 – x22 – 2х1 + 2x2.

217. Z = x12 + 2x22 + х32 + 2x1 + 4x2 – 6х3.

218. Z = x12 + x22 + х32 – 2x1 – 8x2 + 2х3 + 9.

219. Z = x1x2 + x1x3 – x12 – 2x22 – х32 + 5x1.

220. Z = x1x3 + x2x3 – 2x12 – x22 – х32 + 10x3.

221. 
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9.4. Метод множителей Лагранжа


Метод множителей Лагранжа позволяет отыскивать максимум или минимум функции Z = f(x1, x2, …, xn) при ограничениях-равенствах. Основная идея метода заключается в преобразовании задачи условной оптимизации в задачу отыскания безусловного экстремума некоторой специально построенной функции Лагранжа.

Пусть требуется решить задачу:

Z = f(x1, x2, …, xn)   (   min(max)
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Метод множителей Лагранжа состоит из следующих этапов.

1. Составляем функцию Лагранжа:


[image: image481.wmf]å

=

+

=

m

i

n

i

i

n

m

n

x

x

x

g

x

x

x

f

x

x

x

L

1

2

1

2

1

1

2

1

)

...,

,

,

(

)

...,

,

,

(

)

...,

,

,

...,

,

,

(

l

l

l

.

2. Находим частные производные:
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3. Приравнивая частные производные нулю, записываем систему уравнений:


[image: image486.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

¶

¶

=

=

¶

¶

.

,

1

,

0

)

...,

,

,

(

,

,

1

,

0

2

1

m

i

x

x

x

g

L

n

j

x

L

n

i

i

j

l


Решая систему уравнений, находим точки, в которых функция Z может иметь экстремум.

4. Исследуем точки, удовлетворяющие системе уравнений, на минимум (максимум) с помощью достаточного признака.

пример

222. Найти экстремум функции Z = x12 + 2x22 + x32 – 2x1 + 4x3 при условии  2х1 + 2х2 + х3 = 7.
решение.

Составляем функцию Лагранжа:

L(x1, x2, x3, () = x12 + 2x22 + x32 – 2x1 + 4x3 + ((2х1 + 2х2 + х3 – 7).

Находим частные производные:
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Приравнивая частные производные нулю, получим систему уравнений:
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Решая систему, находим  х1 = 3;  х2 = 1;  х3 = –1;  ( = –2.

Вычисляем производные второго порядка в точке М(3; 1; –1) и составляем матрицу Н:
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Вычисляем главные миноры матрицы Н:

(1 = 2 > 0;
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Следовательно, в точке М(3; 1; –1) минимум.  Zmin = 2.

задачи для самостоятельного решения
223. Найти экстремум функции Z = x12 + x22  при условии х1 + х2 = 2.

224. Найти экстремум функции Z = (x1 – 2)2 + (x2 – 3)2  при условии 

х1 + х2 = 7.

225. Найти экстремум функции 
[image: image495.wmf]2
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х1 + 2х2 = 3.

226. Найти экстремум функции Z = 2x12 + x22 при условии 



2х1 + х2 = 6.

227. Найти экстремум функции Z = x12 + x22 + х32 при условии 


х1 + х2 + х3 = 6.

228. Найти экстремум функции 
[image: image496.wmf]3
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х1 + х2 + х3 = 3.

229. Найти экстремум функции Z = x12 + x22 + х32 – 1 при условиях
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ

1. Какие экономические задачи относятся к задачам целочисленного программирования?

2. Какие основные проблемы возникают при решении задач целочисленного программирования?

3. Какие задачи целочисленного программирования можно решить графическим методом и как это сделать?

4. Как составить дополнительное ограничение в методе Гомори?

5. В каких случаях поставленная задача не имеет целочисленного решения?

6. Сформулируйте задачу дробно-линейного программирования.

7. Какие задачи дробно-линейного программирования можно решить графическим методом и как это сделать?

8. Как задачу дробно-линейного программирования свести к задаче линейного программирования?

9. Сформулируйте общую задачу нелинейного программирования.

10. В чем состоит отличие оптимального решения задачи нелинейного программирования от оптимального решения задачи линейного программирования?

11. Какие методы решения задач нелинейного программирования Вы знаете?

Индивидуальные семестровые задания
по математическому программированию

Каждое индивидуальное задание состоит из двух задач. В задании требуется выполнить следующее:

Задача 1.

1. Решить задачу  графическим методом.

2. Решить задачу симплексным методом, предварительно построив ДБР.

3. Решить задачу симплексным методом с искусственным базисом.

4. Построить для исходной задачи двойственную и найти ее решение при помощи первой и второй теорем двойственности.

Задача 2.

Фирма имеет 4 магазина розничной торговли, расположенные в разных районах города (А, В, С, Д), поставки в которые осуществляются с двух складов (I и II). В связи с возросшим покупательским спросом фирма планирует расширить площади магазинов, что позволит завозить больше продукции со складов. Чтобы удовлетворить потребности магазинов, предполагается строительство склада III. Руководство фирмы рассматривает два варианта его размещения. В таблице даны транспортные издержки, соответствующие перевозке продукции с двух существующих складов, два варианта размещения нового склада, предполагаемые потребности магазинов в продукции и вместимость складов.

Оценить две транспортные модели и принять решение, какой вариант размещения нового склада выгоднее. Решить обе транспортные задачи методом потенциалов, построив начальное ДБР методом северо-западного угла для первого варианта размещения склада III, и методом минимального элемента для второго варианта.
Вариант индивидуальных заданий

Вариант 1.

Задача 1. 
Z = –x1 + x3 – 4x4 + x5 + x6     (    max


[image: image499.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

+

=

+

+

+

=

+

+

-

=

+

+

-

.

6

,

1

,

0

,

4

2

,

7

3

2

,

5

,

5

2

3

2

1

4

3

2

1

6

5

4

1

5

4

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	3
	30

	II
	1
	2
	2
	1
	50

	III (вариант 1)
	2
	2
	1
	2
	70

	III (вариант 2)
	3
	1
	2
	1
	70

	Потребность магазина
	25
	25
	40
	60
	


Вариант 2.

Задача 1. 
Z = 4x1 – х2 – x3 + x4 – x5 – x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	1
	3
	60

	II
	2
	4
	3
	1
	30

	III (вариант 1)
	3
	1
	4
	2
	60

	III (вариант 2)
	3
	3
	2
	2
	60

	Потребность магазина
	35
	25
	55
	35
	


Вариант 3.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 2х2 – x3 – x4 + x5 + x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	5
	5
	4
	3
	70

	II
	2
	4
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	4
	4
	3
	40

	III (вариант 2)
	4
	5
	2
	2
	40

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 4.

Задача 1. 
Z = 6x2 + 3x3 – x4     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	3
	4
	40

	II
	5
	5
	4
	3
	70

	III (вариант 1)
	2
	4
	4
	3
	40

	III (вариант 2)
	4
	3
	2
	3
	40

	Потребность магазина
	45
	25
	30
	50
	


Вариант 5.

Задача 1. 
Z = x1 + 3х2 – x3 + 2x4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	2
	2
	50

	II
	5
	2
	3
	1
	50

	III (вариант 1)
	1
	3
	5
	2
	50

	III (вариант 2)
	4
	2
	2
	4
	50

	Потребность магазина
	40
	30
	30
	50
	


Вариант 6.

Задача 1. 
Z = –3x1 + 7х2 + 2x3 – x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	1
	3
	2
	50

	II
	3
	1
	4
	2
	40

	III (вариант 1)
	3
	3
	2
	5
	60

	III (вариант 2)
	4
	5
	2
	2
	60

	Потребность магазина
	45
	25
	30
	50
	


Вариант 7.

Задача 1. 
Z = –2x1 + 7х2 + 2x3 – x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	3
	5
	4
	45

	II
	1
	2
	5
	2
	60

	III (вариант 1)
	2
	3
	1
	4
	45

	III (вариант 2)
	3
	2
	2
	3
	45

	Потребность магазина
	40
	20
	30
	60
	


Вариант 8.

Задача 1. 
Z = x1 + 4х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	4
	1
	60

	II
	4
	2
	5
	3
	20

	III (вариант 1)
	5
	1
	3
	4
	70

	III (вариант 2)
	4
	2
	4
	3
	70

	Потребность магазина
	40
	30
	45
	35
	


Вариант 9.

Задача 1. 
Z = –x1 – 6х2 – 2x3 + x5      (    min

[image: image507.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

+

-

=

+

+

=

+

+

+

+

=

+

+

+

.

6

,

1

,

0

,

2

2

,

4

2

,

6

2

,

5

2

6

5

2

1

4

3

2

5

4

3

2

1

5

4

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	4
	1
	40

	II
	2
	1
	3
	4
	70

	III (вариант 1)
	2
	2
	4
	4
	40

	III (вариант 2)
	3
	4
	2
	3
	40

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 10.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 2х2 – 9x3 + x5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	3
	1
	60

	II
	2
	2
	3
	1
	40

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	2
	50

	III (вариант 2)
	3
	1
	2
	1
	50

	Потребность магазина
	20
	55
	20
	55
	


Вариант 11.

Задача 1. 
Z = x1 + 5х2      (    max


[image: image509.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

+

=

+

+

-

=

+

+

-

-

=

+

+

+

.

6

,

1

,

0

,

4

2

,

1

,

2

2

,

5

2

4

3

2

3

2

1

6

5

2

1

5

4

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	1
	3
	60

	II
	1
	3
	4
	1
	50

	III (вариант 1)
	2
	4
	5
	3
	40

	III (вариант 2)
	5
	1
	3
	3
	40

	Потребность магазина
	45
	25
	45
	35
	


Вариант 12.

Задача 1. 
Z = –x1 + х2 – x3 – 2x4 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	1
	50

	II
	2
	2
	1
	2
	70

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	3
	30

	III (вариант 2)
	2
	3
	1
	2
	30

	Потребность магазина
	40
	25
	60
	25
	


Вариант 13.

Задача 1. 
Z = 3x1 – х2 + x4 – x5 – x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	3
	5
	70

	II
	2
	2
	3
	4
	30

	III (вариант 1)
	2
	3
	2
	5
	50

	III (вариант 2)
	3
	4
	3
	2
	50

	Потребность магазина
	25
	50
	50
	25
	


Вариант 14.

Задача 1. 
Z = –5x2 – х3 – x4 – x5 +x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	3
	2
	2
	45

	II
	2
	2
	1
	3
	60

	III (вариант 1)
	1
	2
	3
	1
	45

	III (вариант 2)
	2
	1
	2
	2
	45

	Потребность магазина
	30
	20
	60
	40
	


Вариант 15.

Задача 1. 
Z = 11x1 – 6х2 + 4x3 – 2x4 + х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	3
	30

	II
	2
	1
	1
	4
	50

	III (вариант 1)
	2
	1
	3
	1
	70

	III (вариант 2)
	4
	2
	1
	2
	70

	Потребность магазина
	25
	40
	60
	25
	


Вариант 16.

Задача 1. 
Z = –5x1 + 10х2 + 4x3 – 2x4 + х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	4
	2
	60

	II
	3
	3
	2
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	4
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	4
	3
	2
	3
	50

	Потребность магазина
	30
	40
	30
	50
	


Вариант 17.

Задача 1. 
Z = –x1 + 8х2 + 3x3 – х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	3
	2
	50

	II
	3
	4
	2
	5
	40

	III (вариант 1)
	2
	3
	1
	4
	60

	III (вариант 2)
	3
	2
	4
	2
	60

	Потребность магазина
	35
	55
	30
	30
	


Вариант 18.

Задача 1. 
Z = –2x1 – 6х2 + x4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	2
	3
	55

	II
	2
	3
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	3
	55

	III (вариант 2)
	3
	4
	2
	1
	55

	Потребность магазина
	40
	30
	65
	15
	


Вариант 19.

Задача 1. 
Z = 10x1 + 6х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	4
	4
	2
	30

	II
	3
	4
	5
	5
	70

	III (вариант 1)
	4
	3
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	3
	2
	5
	3
	50

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 20.

Задача 1. 
Z = –x1 – 12х2      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	1
	45

	II
	1
	3
	2
	2
	50

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	3
	55

	III (вариант 2)
	2
	2
	1
	3
	55

	Потребность магазина
	50
	30
	40
	30
	


Вариант 21.

Задача 1. 
Z = –4x1 – 10х5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	1
	3
	4
	70

	II
	2
	2
	3
	3
	35

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	4
	45

	III (вариант 2)
	1
	4
	3
	2
	45

	Потребность магазина
	35
	25
	45
	45
	


Вариант 22.

Задача 1. 
Z = –2x1 + 12х2 + 4x3 – 2x4 + х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	2
	50

	II
	3
	2
	3
	1
	60

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	1
	40

	III (вариант 2)
	1
	3
	1
	3
	40

	Потребность магазина
	55
	20
	55
	20
	


Вариант 23.

Задача 1. 
Z = –x1 + 3х2 + 12x3 – x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	3
	60

	II
	1
	4
	1
	3
	55

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	1
	40

	III (вариант 2)
	1
	2
	3
	2
	40

	Потребность магазина
	65
	20
	20
	50
	


Вариант 24.

Задача 1. 
Z = –4x1 + 13х2 + 3x3 – x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	1
	3
	60

	II
	1
	3
	2
	2
	45

	III (вариант 1)
	1
	2
	3
	1
	45

	III (вариант 2)
	2
	1
	2
	2
	45

	Потребность магазина
	20
	30
	60
	40
	


Вариант 25.

Задача 1. 
Z = –x1 + х2 + 4x3 – 2x4 +7х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	4
	4
	2
	30

	II
	3
	4
	5
	5
	70

	III (вариант 1)
	4
	3
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	4
	2
	5
	1
	50

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 26.

Задача 1. 
Z = –9x1 – 10х2      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	4
	1
	3
	55

	II
	1
	2
	2
	3
	60

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	1
	40

	III (вариант 2)
	2
	2
	1
	3
	40

	Потребность магазина
	50
	20
	65
	20
	


Вариант 27.

Задача 1. 
Z = –3x1 + х3 – x4 + x5 + x6     (    max

[image: image525.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

-

+

-

=

-

+

=

-

-

=

+

+

-

-

.

6

,

1

,

0

,

1

3

2

,

2

2

,

0

3

,

2

2

5

3

2

1

5

4

1

6

2

1

6

3

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	5
	3
	4
	50

	II
	2
	3
	2
	5
	80

	III (вариант 1)
	4
	3
	4
	3
	20

	III (вариант 2)
	2
	3
	3
	5
	20

	Потребность магазина
	55
	30
	35
	30
	


Вариант 28.

Задача 1. 
Z = 2x1 – 7х2 – 2x3 + x5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	4
	5
	45

	II
	3
	3
	5
	4
	45

	III (вариант 1)
	1
	2
	5
	4
	60

	III (вариант 2)
	4
	3
	2
	3
	60

	Потребность магазина
	20
	40
	60
	30
	


Вариант 29.

Задача 1. 
Z = x1 + 6х2 + 2x3 – x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	5
	2
	3
	2
	50

	II
	4
	3
	2
	2
	50

	III (вариант 1)
	5
	3
	3
	4
	50

	III (вариант 2)
	4
	2
	4
	5
	50

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 30.

Задача 1. 
Z = 6x1 + 10х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	3
	2
	70

	II
	4
	2
	3
	3
	35

	III (вариант 1)
	4
	2
	3
	1
	45

	III (вариант 2)
	2
	3
	4
	2
	45

	Потребность магазина
	40
	30
	30
	50
	


Вариант 31.

Задача 1. 
Z = 12x1 + х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	1
	50

	II
	2
	2
	1
	2
	70

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	3
	30

	III (вариант 2)
	3
	1
	1
	2
	30

	Потребность магазина
	25
	40
	25
	60
	


Вариант 32.

Задача 1. 
Z = 3x1 + 5х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	1
	1
	55

	II
	2
	2
	3
	1
	50

	III (вариант 1)
	1
	4
	2
	2
	45

	III (вариант 2)
	2
	3
	1
	2
	45

	Потребность магазина
	40
	30
	50
	30
	


Вариант 33.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 9х2 – 2x3 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	1
	2
	1
	40

	II
	1
	4
	1
	3
	55

	III (вариант 1)
	1
	2
	2
	3
	60

	III (вариант 2)
	1
	2
	4
	2
	60

	Потребность магазина
	20
	65
	20
	50
	


Вариант 34.

Задача 1. 
Z = –4x1 + х3 – x4 + x5 + x6     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	3
	35

	II
	3
	1
	2
	4
	45

	III (вариант 1)
	2
	1
	3
	4
	70

	III (вариант 2)
	4
	2
	3
	2
	70

	Потребность магазина
	35
	45
	25
	45
	


Вариант 35.

Задача 1. 
Z = 4x1 – х2 – x3 + x4 – x5 – x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	4
	2
	60

	II
	3
	3
	2
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	4
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	3
	2
	4
	3
	50

	Потребность магазина
	40
	40
	40
	30
	


Вариант 36.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 2х2 – x3 + x4 – x5 + x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	1
	4
	50

	II
	2
	3
	1
	3
	55

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	3
	45

	III (вариант 2)
	4
	1
	2
	2
	45

	Потребность магазина
	40
	30
	20
	60
	


Вариант 37.

Задача 1. 
Z = 3х2 + 6x3 – x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	2
	3
	40

	II
	4
	2
	3
	5
	50

	III (вариант 1)
	3
	3
	4
	5
	60

	III (вариант 2)
	5
	2
	4
	3
	60

	Потребность магазина
	25
	45
	55
	25
	


Вариант 38.

Задача 1. 
Z = 3x1 + х2 – x3 + 2x4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	1
	2
	1
	60

	II
	2
	1
	1
	2
	35

	III (вариант 1)
	1
	2
	3
	2
	55

	III (вариант 2)
	2
	2
	1
	2
	55

	Потребность магазина
	50
	30
	30
	40
	


Вариант 39.

Задача 1. 
Z = 7x1 – 3х2 + 2x3 – x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	4
	3
	70

	II
	2
	4
	3
	1
	45

	III (вариант 1)
	2
	1
	3
	2
	35

	III (вариант 2)
	4
	2
	1
	2
	35

	Потребность магазина
	20
	60
	40
	30
	


Вариант 40.

Задача 1. 
Z = –x1 + 7х2 + 2x3 – 2x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	1
	2
	4
	45

	II
	2
	2
	3
	3
	35

	III (вариант 1)
	2
	1
	3
	4
	70

	III (вариант 2)
	2
	4
	2
	2
	70

	Потребность магазина
	25
	35
	45
	45
	


Вариант 41.

Задача 1. 
Z = 4x1 + х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	3
	2
	2
	40

	II
	4
	3
	2
	4
	50

	III (вариант 1)
	2
	4
	3
	4
	60

	III (вариант 2)
	3
	4
	4
	2
	60

	Потребность магазина
	30
	40
	45
	35
	


Вариант 42.

Задача 1. 
Z = –6x1 – х2 – 2x3 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	4
	1
	3
	55

	II
	3
	1
	2
	1
	40

	III (вариант 1)
	1
	2
	2
	3
	60

	III (вариант 2)
	3
	4
	1
	2
	60

	Потребность магазина
	65
	20
	50
	20
	


Вариант 43.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 9х2 – 2x3 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	1
	3
	2
	50

	II
	2
	3
	2
	1
	40

	III (вариант 1)
	4
	1
	3
	2
	60

	III (вариант 2)
	3
	3
	2
	2
	60

	Потребность магазина
	40
	30
	35
	45
	


Вариант 44.

Задача 1. 
Z = x1 + 5х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	4
	5
	5
	70

	II
	2
	3
	6
	5
	60

	III (вариант 1)
	2
	4
	5
	3
	20

	III (вариант 2)
	4
	2
	3
	3
	20

	Потребность магазина
	40
	40
	40
	30
	


Вариант 45.

Задача 1. 
Z = x1 – х2 – x3 – 2x4 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	1
	2
	70

	II
	1
	2
	2
	1
	50

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	3
	30

	III (вариант 2)
	2
	1
	2
	2
	30

	Потребность магазина
	40
	25
	60
	25
	


Вариант 46.

Задача 1. 
Z = –x1 + 3х2 + x4 – x5 – x6     (    min

[image: image544.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

-

=

+

-

+

-

=

+

-

=

+

+

-

-

.

6

,

1

,

0

,

0

3

,

1

2

3

,

2

2

,

2

2

6

2

1

5

3

2

1

4

3

2

6

5

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	1
	40

	II
	2
	2
	3
	3
	60

	III (вариант 1)
	1
	3
	1
	3
	50

	III (вариант 2)
	3
	2
	1
	2
	50

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 47.

Задача 1. 
Z = –5х2 – x3 + x4 – x5 – х6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	3
	2
	4
	40

	II
	2
	4
	2
	4
	50

	III (вариант 1)
	3
	2
	4
	3
	60

	III (вариант 2)
	2
	4
	4
	3
	60

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 48.

Задача 1. 
Z = –6x1 + 11х2 + x3 – 2x4 + 4x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	3
	4
	40

	II
	2
	2
	3
	2
	90

	III (вариант 1)
	4
	5
	6
	4
	20

	III (вариант 2)
	4
	3
	3
	5
	20

	Потребность магазина
	50
	20
	60
	20
	


Вариант 49.

Задача 1. 
Z = –5x1 + х2 + 4x3 – 2x4 + 10x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	5
	2
	55

	II
	3
	2
	4
	1
	60

	III (вариант 1)
	3
	2
	2
	3
	35

	III (вариант 2)
	4
	2
	1
	3
	35

	Потребность магазина
	30
	20
	60
	40
	


Вариант 50.

Задача 1. 
Z = –x1 + 8х2 + 3x3 – x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	4
	3
	3
	65

	II
	5
	4
	5
	3
	40

	III (вариант 1)
	4
	5
	3
	4
	45

	III (вариант 2)
	5
	2
	5
	4
	45

	Потребность магазина
	55
	25
	45
	25
	


Вариант 51.

Задача 1. 
Z = –2x1 + x4 – 6x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	1
	3
	60

	II
	2
	4
	3
	1
	30

	III (вариант 1)
	3
	1
	4
	2
	60

	III (вариант 2)
	2
	2
	2
	4
	60

	Потребность магазина
	35
	25
	55
	35
	


Вариант 52.

Задача 1. 
Z = –10x2 – 6x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	4
	30

	II
	2
	3
	2
	5
	50

	III (вариант 1)
	4
	3
	3
	5
	70

	III (вариант 2)
	3
	4
	4
	3
	70

	Потребность магазина
	50
	25
	50
	25
	


Вариант 53.

Задача 1. 
Z = –12x2 – x3      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	3
	4
	40

	II
	5
	5
	4
	3
	70

	III (вариант 1)
	2
	4
	4
	3
	40

	III (вариант 2)
	4
	5
	2
	2
	40

	Потребность магазина
	45
	25
	30
	50
	


Вариант 54.

Задача 1. 
Z = –4x1 – 10х2      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	1
	1
	2
	35

	II
	1
	2
	3
	2
	55

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	1
	60

	III (вариант 2)
	2
	2
	1
	2
	60

	Потребность магазина
	30
	50
	40
	30
	


Вариант 55.

Задача 1. 
Z = 12x1 – 2х2 + 4x3 – 2x4 + x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	3
	65

	II
	3
	1
	4
	1
	50

	III (вариант 1)
	3
	2
	2
	1
	40

	III (вариант 2)
	1
	4
	2
	2
	40

	Потребность магазина
	40
	35
	20
	60
	


Вариант 56.

Задача 1. 
Z = –x1 + 12х2 – x4 + 3x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	5
	6
	4
	20

	II
	3
	2
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	2
	90

	III (вариант 2)
	3
	2
	2
	3
	90

	Потребность магазина
	60
	50
	20
	20
	


Вариант 57.

Задача 1. 
Z = –x1 + 13х2 + 3x3 – 4x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	4
	3
	5
	70

	II
	2
	2
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	3
	4
	3
	5
	40

	III (вариант 2)
	5
	3
	5
	3
	40

	Потребность магазина
	50
	40
	30
	30
	


Вариант 58.

Задача 1. 
Z = –x1 + 7х2 + 4x3 – 2x4 + x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	2
	5
	40

	II
	2
	3
	1
	4
	60

	III (вариант 1)
	2
	3
	3
	2
	50

	III (вариант 2)
	1
	4
	2
	3
	50

	Потребность магазина
	55
	35
	30
	30
	


Вариант 59.

Задача 1. 
Z = –10x1 – 9х2      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	1
	3
	2
	50

	II
	3
	1
	4
	2
	40

	III (вариант 1)
	3
	3
	2
	5
	60

	III (вариант 2)
	3
	4
	5
	1
	60

	Потребность магазина
	45
	25
	30
	50
	


Вариант 60.

Задача 1. 
Z = x1 + х3 – x4 – 3x5 + x6     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	1
	40

	II
	3
	2
	3
	1
	60

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	2
	50

	III (вариант 2)
	2
	3
	1
	2
	50

	Потребность магазина
	55
	20
	55
	20
	


Вариант 61.

Задача 1. 
Z = 2x1 – 2х2 – 7x3 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	3
	1
	3
	50

	II
	2
	2
	3
	3
	60

	III (вариант 1)
	1
	3
	1
	1
	40

	III (вариант 2)
	2
	1
	2
	1
	40

	Потребность магазина
	40
	30
	50
	30
	


Вариант 62.

Задача 1. 
Z = x1 + 6х2 + 2x3 – x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	4
	4
	4
	60

	II
	2
	4
	5
	3
	45

	III (вариант 1)
	3
	5
	5
	3
	45

	III (вариант 2)
	5
	3
	4
	4
	45

	Потребность магазина
	45
	25
	50
	30
	


Вариант 63.

Задача 1. 
Z = 6x1 + 10x5     (    max

[image: image561.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

+

=

+

-

+

-

=

-

+

=

+

-

+

-

.

6

,

1

,

0

,

4

2

,

3

2

2

,

2

2

,

2

2

5

4

3

6

5

4

1

5

2

1

6

5

2

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	3
	55

	II
	3
	2
	2
	3
	55

	III (вариант 1)
	2
	3
	3
	4
	40

	III (вариант 2)
	4
	2
	4
	2
	40

	Потребность магазина
	40
	30
	15
	65
	


Вариант 64.

Задача 1. 
Z = х2 + 12x3      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	4
	1
	40

	II
	2
	1
	3
	4
	70

	III (вариант 1)
	2
	2
	4
	4
	40

	III (вариант 2)
	4
	2
	2
	4
	40

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 65.

Задача 1. 
Z = 3х1 + 5x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	3
	4
	60

	II
	3
	4
	2
	4
	50

	III (вариант 1)
	3
	3
	2
	2
	40

	III (вариант 2)
	2
	4
	2
	3
	40

	Потребность магазина
	40
	30
	45
	35
	


Вариант 66.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 9х2 – 2x3 + x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	3
	4
	70

	II
	3
	2
	4
	2
	40

	III (вариант 1)
	2
	2
	4
	4
	40

	III (вариант 2)
	4
	3
	3
	2
	40

	Потребность магазина
	30
	50
	40
	30
	


Вариант 67.

Задача 1. 
Z = x1 + х3 – x4 – 4x5 + x6     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	5
	3
	20

	II
	2
	3
	6
	5
	60

	III (вариант 1)
	4
	4
	5
	5
	70

	III (вариант 2)
	5
	6
	4
	3
	70

	Потребность магазина
	40
	30
	40
	40
	


Вариант 68.

Задача 1. 
Z = x1 – х2 – x3 + 4x4 – x5 – x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	5
	4
	60

	II
	3
	3
	5
	4
	45

	III (вариант 1)
	2
	2
	4
	5
	45

	III (вариант 2)
	4
	3
	3
	4
	45

	Потребность магазина
	40
	20
	60
	30
	


Вариант 69.

Задача 1. 
Z = –2x1 + 3х2 – x3 + x4 – x5 + x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	4
	3
	40

	II
	5
	5
	4
	3
	70

	III (вариант 1)
	2
	4
	3
	4
	40

	III (вариант 2)
	4
	3
	5
	3
	40

	Потребность магазина
	40
	30
	50
	30
	


Вариант 70.

Задача 1. 
Z = –x1 + 6х2 + 3x3      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	1
	3
	40

	II
	2
	2
	3
	3
	35

	III (вариант 1)
	3
	2
	1
	4
	75

	III (вариант 2)
	2
	3
	4
	2
	75

	Потребность магазина
	50
	45
	35
	20
	


Вариант 71.

Задача 1. 
Z = 2x1 + 3х2 – x3 + x4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	3
	2
	50

	II
	3
	4
	2
	5
	40

	III (вариант 1)
	2
	3
	1
	4
	60

	III (вариант 2)
	5
	2
	2
	3
	60

	Потребность магазина
	35
	55
	30
	30
	


Вариант 72.
Задача 1. 
Z = –x1 + 7х2 + 2x3 – 3x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	5
	4
	5
	3
	40

	II
	4
	4
	3
	3
	65

	III (вариант 1)
	4
	5
	3
	4
	45

	III (вариант 2)
	4
	3
	4
	5
	45

	Потребность магазина
	25
	45
	55
	25
	


Вариант 73.

Задача 1. 
Z = 2x1 + 7х2 – 2x3 – x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	4
	3
	20

	II
	3
	5
	3
	4
	50

	III (вариант 1)
	2
	3
	2
	5
	80

	III (вариант 2)
	4
	3
	4
	2
	80

	Потребность магазина
	30
	55
	35
	30
	


Вариант 74.

Задача 1. 
Z = x1 + 4х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	1
	50

	II
	2
	2
	1
	2
	70

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	3
	30

	III (вариант 2)
	3
	1
	2
	1
	30

	Потребность магазина
	40
	25
	60
	25
	


Вариант 75.

Задача 1. 
Z = –x1 + х2 – 2x3 – 6x5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	2
	3
	80

	II
	2
	3
	2
	2
	40

	III (вариант 1)
	4
	6
	5
	4
	30

	III (вариант 2)
	3
	6
	4
	6
	30

	Потребность магазина
	20
	45
	40
	45
	


Вариант 76.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 9х2 + x5 – 2x6      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	4
	2
	4
	50

	II
	3
	3
	2
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	3
	4
	2
	60

	III (вариант 2)
	3
	4
	2
	3
	60

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 77.

Задача 1. 
Z = 5x1 + х2      (    max
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ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

³

=

+

-

=

+

+

-

-

=

+

+

+

=

+

+

.

6

,

1

,

0

,

1

,

2

2

,

5

2

,

4

2

3

2

1

6

5

2

1

5

4

2

1

4

3

1

j

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

j


Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	4
	1
	60

	II
	4
	3
	5
	2
	55

	III (вариант 1)
	3
	2
	2
	3
	35

	III (вариант 2)
	2
	4
	3
	1
	35

	Потребность магазина
	30
	20
	40
	60
	


Вариант 78.

Задача 1. 
Z = –x1 + х2 + x3 – 2x4 – x5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	1
	3
	4
	70

	II
	2
	2
	3
	3
	35

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	4
	45

	III (вариант 2)
	2
	3
	2
	3
	45

	Потребность магазина
	35
	25
	45
	45
	


Вариант 79.

Задача 1. 
Z = 3x1 – х3 + x4 – x5 – x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	4
	2
	60

	II
	3
	3
	2
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	4
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	2
	4
	4
	2
	50

	Потребность магазина
	30
	40
	30
	50
	


Вариант 80.

Задача 1. 
Z = x1 – 5х2 – x3 – x5 – x6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	1
	2
	70

	II
	1
	2
	2
	1
	50

	III (вариант 1)
	1
	4
	1
	3
	30

	III (вариант 2)
	2
	3
	4
	2
	30

	Потребность магазина
	40
	30
	20
	60
	


Вариант 81.

Задача 1. 
Z = –6x1 + 11х2 + 4x3 – 2x4 + x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	5
	5
	4
	3
	70

	II
	2
	4
	4
	3
	40

	III (вариант 1)
	2
	4
	3
	4
	40

	III (вариант 2)
	3
	2
	2
	5
	40

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 82.

Задача 1. 
Z = –5x1 + 10х2 + 4x3 + x4 – 2x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	1
	3
	55

	II
	3
	2
	1
	4
	50

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	3
	45

	III (вариант 2)
	4
	3
	2
	2
	45

	Потребность магазина
	40
	30
	60
	20
	


Вариант 83.

Задача 1. 
Z = –x1 + 3х3 – x4 + 8x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	5
	3
	3
	4
	50

	II
	4
	3
	2
	2
	50

	III (вариант 1)
	5
	2
	3
	2
	50

	III (вариант 2)
	3
	4
	4
	3
	50

	Потребность магазина
	40
	30
	50
	30
	


Вариант 84.

Задача 1. 
Z = –2x1 + х2 – 6x4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	4
	3
	60

	II
	3
	4
	5
	3
	60

	III (вариант 1)
	3
	3
	4
	4
	30

	III (вариант 2)
	5
	4
	2
	3
	30

	Потребность магазина
	25
	35
	35
	55
	


Вариант 85.

Задача 1. 
Z = –6x1 – 10х2      (    min

[image: image583.wmf]ï
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	2
	3
	3
	35

	II
	2
	4
	3
	1
	45

	III (вариант 1)
	2
	4
	3
	2
	70

	III (вариант 2)
	3
	2
	4
	2
	70

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 86.

Задача 1. 
Z = 12x1 + х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	2
	90

	II
	3
	2
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	4
	5
	6
	4
	20

	III (вариант 2)
	5
	4
	5
	4
	20

	Потребность магазина
	50
	60
	20
	20
	


Вариант 87.

Задача 1. 
Z = –4x1 – 10х4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	4
	4
	2
	30

	II
	3
	4
	5
	5
	70

	III (вариант 1)
	4
	3
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	5
	2
	2
	4
	50

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 88.

Задача 1. 
Z = –2x1 + 4х2 + 12x3 – 2x4 + x5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	6
	5
	4
	20

	II
	4
	3
	2
	3
	90

	III (вариант 1)
	2
	3
	2
	2
	40

	III (вариант 2)
	1
	2
	3
	2
	40

	Потребность магазина
	45
	20
	40
	45
	


Вариант 89.

Задача 1. 
Z = –x1 + 12х2 + 3x3 – x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	1
	4
	1
	50

	II
	1
	2
	1
	3
	65

	III (вариант 1)
	3
	2
	2
	1
	40

	III (вариант 2)
	1
	4
	1
	2
	40

	Потребность магазина
	35
	40
	60
	20
	


Вариант 90.

Задача 1. 
Z = –4x1 + 13х2 – x4 + 3x6      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	3
	2
	60

	II
	4
	1
	5
	2
	40

	III (вариант 1)
	1
	3
	1
	4
	55

	III (вариант 2)
	3
	2
	3
	2
	55

	Потребность магазина
	10
	35
	60
	50
	


Вариант 91.

Задача 1. 
Z = 4x1 + 7х2 – x3 – 2x4 + х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	3
	4
	4
	30

	II
	3
	4
	5
	3
	60

	III (вариант 1)
	2
	3
	4
	3
	60

	III (вариант 2)
	5
	2
	2
	4
	60

	Потребность магазина
	35
	65
	25
	25
	


Вариант 92.

Задача 1. 
Z = –9x1 – 10x4      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	1
	50

	II
	3
	2
	1
	1
	55

	III (вариант 1)
	1
	4
	2
	2
	45

	III (вариант 2)
	3
	2
	1
	2
	45

	Потребность магазина
	30
	40
	30
	50
	


Вариант 93.

Задача 1. 
Z = –3x1 + х3 – x4 + x5 + х6     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	3
	3
	35

	II
	4
	3
	5
	2
	55

	III (вариант 1)
	3
	2
	4
	1
	60

	III (вариант 2)
	2
	4
	3
	2
	60

	Потребность магазина
	20
	30
	40
	60
	


Вариант 94.

Задача 1. 
Z = –7x1 + 2х2 – 2x3 + x5      (    min

[image: image592.wmf]ï
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	3
	1
	60

	II
	2
	2
	3
	1
	40

	III (вариант 1)
	1
	2
	1
	2
	50

	III (вариант 2)
	3
	1
	2
	1
	50

	Потребность магазина
	20
	55
	20
	55
	


Вариант 95.

Задача 1. 
Z = x1 + 6х2 – x3 + 2x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	4
	4
	40

	II
	3
	2
	4
	2
	40

	III (вариант 1)
	2
	3
	3
	4
	70

	III (вариант 2)
	3
	3
	4
	2
	70

	Потребность магазина
	30
	30
	40
	50
	


Вариант 96.

Задача 1. 
Z = 10x1 + 6х2      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	1
	45

	II
	1
	3
	2
	2
	50

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	3
	55

	III (вариант 2)
	1
	3
	2
	2
	55

	Потребность магазина
	50
	30
	40
	30
	


Вариант 97.

Задача 1. 
Z = 12x1 + x3      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	4
	4
	2
	30

	II
	3
	4
	5
	5
	70

	III (вариант 1)
	4
	3
	2
	4
	50

	III (вариант 2)
	5
	2
	3
	3
	50

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 98.

Задача 1. 
Z = 5x2 + 3x4      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	4
	3
	70

	II
	2
	4
	3
	1
	45

	III (вариант 1)
	2
	1
	3
	2
	35

	III (вариант 2)
	2
	1
	2
	4
	35

	Потребность магазина
	20
	60
	40
	30
	


Вариант 99.

Задача 1. 
Z = –9x1 + 3х2 – 2x3 + x5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	3
	30

	II
	2
	1
	1
	4
	50

	III (вариант 1)
	2
	1
	3
	1
	70

	III (вариант 2)
	3
	2
	1
	1
	70

	Потребность магазина
	25
	40
	60
	25
	


Вариант 100.

Задача 1. 
Z = x1 + 3х2 + 2x4 – x5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	2
	3
	3
	35

	II
	3
	2
	1
	4
	75

	III (вариант 1)
	2
	3
	1
	3
	40

	III (вариант 2)
	2
	3
	2
	2
	40

	Потребность магазина
	45
	50
	35
	20
	


Вариант 101.

Задача 1. 
Z = –2x1 + х2 + x3 – 6x4 + х6     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	5
	5
	4
	3
	70

	II
	2
	4
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	4
	4
	3
	40

	III (вариант 2)
	3
	2
	3
	5
	40

	Потребность магазина
	30
	40
	50
	30
	


Вариант 102.

Задача 1. 
Z = 3x1 + х4 – x5 – х6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	2
	2
	50

	II
	5
	2
	3
	1
	50

	III (вариант 1)
	1
	3
	5
	2
	50

	III (вариант 2)
	3
	4
	3
	2
	50

	Потребность магазина
	40
	30
	30
	50
	


Вариант 103.

Задача 1. 
Z = –x1 + х2 – x3 + x4 – х6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	3
	30

	II
	1
	2
	2
	1
	50

	III (вариант 1)
	2
	2
	1
	2
	70

	III (вариант 2)
	1
	1
	3
	2
	70

	Потребность магазина
	25
	25
	40
	60
	


Вариант 104.

Задача 1. 
Z = –4x1 + 9х2 + 2x3 – 2х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	3
	5
	4
	45

	II
	1
	2
	5
	2
	60

	III (вариант 1)
	2
	3
	1
	4
	45

	III (вариант 2)
	4
	1
	3
	3
	45

	Потребность магазина
	40
	20
	30
	60
	


Вариант 105.

Задача 1. 
Z = –x1 + 6х2 + x3 – х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	2
	3
	4
	1
	60

	II
	4
	2
	5
	3
	20

	III (вариант 1)
	5
	1
	3
	4
	70

	III (вариант 2)
	3
	3
	2
	5
	70

	Потребность магазина
	40
	30
	45
	35
	


Вариант 106.

Задача 1. 
Z = 2x1 – х2 – 8x3 + x5      (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	4
	3
	3
	5
	70

	II
	2
	2
	3
	4
	30

	III (вариант 1)
	2
	3
	2
	5
	50

	III (вариант 2)
	4
	2
	4
	3
	50

	Потребность магазина
	25
	50
	50
	25
	


Вариант 107.

Задача 1. 
Z = 3x1 – 2х2 – 2x3 – x4 + 2х5     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	3
	2
	4
	40

	II
	2
	4
	2
	4
	50

	III (вариант 1)
	3
	2
	4
	3
	60

	III (вариант 2)
	4
	3
	3
	2
	60

	Потребность магазина
	30
	45
	35
	40
	


Вариант 108.

Задача 1. 
Z = –3x2 – x4 – x5 + 2х6     (    min
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	3
	2
	2
	3
	55

	II
	2
	3
	3
	4
	40

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	3
	55

	III (вариант 2)
	4
	1
	4
	2
	55

	Потребность магазина
	40
	30
	65
	15
	


Вариант 109.

Задача 1. 
Z = 8x1 – 5х2 + 2x3 – 3x4 + х5     (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	1
	2
	50

	II
	3
	2
	3
	1
	60

	III (вариант 1)
	2
	2
	3
	1
	40

	III (вариант 2)
	3
	1
	2
	1
	40

	Потребность магазина
	55
	20
	55
	20
	


Вариант 110.

Задача 1. 
Z = –x1 + 6х2 + 2x3 – 2x5      (    max
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Задача 2. 

	Магазин

Торговый склад
	А
	В
	С
	Д
	Вместимость склада

	I
	1
	2
	2
	3
	60

	II
	1
	4
	1
	3
	55

	III (вариант 1)
	3
	1
	2
	1
	40

	III (вариант 2)
	2
	3
	1
	3
	40

	Потребность магазина
	65
	20
	20
	50
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ответы
Глава 2.

10. Xmin = (1; 1),   Zmin = 5;
Xmax = (4; 5),   Zmax = 22.

11. Xmin = (0; 2),   Zmin = 2;
Xmax = (2; 3),   Zmax = 7.

12. min на отрезке АВ, где А(0; 3),  В(3; 0);  Zmin = 6,  Xmax = (3; 5), Zmax = 16.

13. min на отрезке АВ, где А(1; 2), В(5; 6);  Zmin = –3, Xmax = (5; 0), Zmax = 15.

14. min на отрезке АВ, где А(1; 5), В(5; 1);  Zmin = 6.

15. Xопт = (2; 2), Zmax = –4.

16. max на луче АВ, где А(5; 1);  Zmax = 8.

17. min на луче АВ, где А(8; 1);  Zmin = –7.

18.
1) Xmin = (1; 1),   Zmin = 2;
Xmax = (5; 5),   Zmax = 10;


2) Xmin = (4; 0),   Zmin = –4;
Xmax = (5; 5),   Zmax = 5;


3) Xmin = (5; 5),   Zmin = –15;
Xmax = (1; 1),   Zmax = –3;


4) Xmin = (1; 1),   Zmin = 2;
Xmax = (5; 2),   Zmax = 13;


5) min на отрезке АВ, где А(1; 1), В(4; 0); Zmin = 4, Xmax = (5; 5), Zmax = 20.

19.
при ( > 4;
Хопт = (2; 5);


при ( = 4;
max на отрезке АВ, где А(2; 5),  В(12; 0);


при ( < 4;
Хопт = (12; 0);

20.
при ( < 0;
Хопт = (0; 0);


при ( = 0;
max на отрезке АВ, где А(0; 2); В(0; 0);


при 0 < ( < 1;
Хопт = (0; 2);


при ( = 1;
max на луче АК, где А(0; 2);


при ( > 1;
max не существует.

21. Хопт = (70; 30),
Zmax = 13,5 млн ден.ед.

22. Хопт = (6; 4),
Zmax = 14.

23. max на отрезке АВ, где А(800; 0; 0),  В(0; 1000; 0), Zmax = 800 ден. ед.

24. Хопт = (0,375; 0,125),
Zmin = 0,525 ден. ед.

25. Хопт = (5; 7),
Zmax = 6858 пассажиров.

26. Хопт = (200; 1000),
Zmax = 270.

27. max на отрезке АВ, где А(2; 2); В(10/3; 4/3), Zmax = 12000 ден. ед.

29. Хопт = (1; 1; 0; 0),
Zmin = 2.

30. Хопт = (2; 1; 0; 0),
Zmах = 6.

31. max на отрезке Х1Х2, где Х1 = (0; 3; 2; 0),  Х2 = (2; 1; 0; 0),  Zmax = 3.

32. max на отрезке Х1Х2, где Х1 = (0; 3; 2; 0),  Х2 = (2; 1; 0; 0),  Zmax = 3.

33. Хопт = (2; 2; 4; 0; 0),
Zmах = 14.

34. Хопт = (3; 5; 6; 0; 0),
Zmin = –8.

35. max на отрезке Х1Х2, где Х1 = (3; 0; 9; 0; 3),  Х2 = (4; 1; 7; 0; 0),  Zmax = 3.

36. Хопт = (8; 9; 0; 16; 0),
Zmin = –25.

37. max на отрезке Х1Х2, где Х1 = (3; 6; 0; 0; 3; 7),  Х2 = (6; 5; 6; 0; 0; 0; 3),  
Zmax = 21.

38. Хопт = (0,25; 0; 0; 0,5; 0,25),
Zmin = 42,5 ден. ед.

39. 
[image: image609.wmf](
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40. max на отрезке Х1Х2, где Х1 = (200; 0; 0; 320; 0),  Х2 = (0; 200; 0; 0; 600),  
Zmax = 960 тыс. ден.ед..

41. min на отрезке Х1Х2, где Х1 = (0; 40; 60; 50; 30; 0),  
Х2 = (40; 0; 60; 10; 70; 0),  Zmin = 290 ден. ед.

Глава 3.

43. Хопт = (1; 3),
Zmin = –7.

44. Хопт = (1; 4),
Zmах = 13.

45. множество решений; одно из них  Хопт = (1; 5),
Zmах = 6.

46. множество решений; одно из них  Хопт = (3; 2),
Zmin = –5.

47. Zmах = (.

48. Zmах = (.

49. Хопт = (1; 0; 2; 0; 1),
Zmах = 9.

50. Хопт = (5; 1; 0; 0; 12),
Zmin = –2.

51. Хопт = (1; 6; 14; 0; 0),
Zmах = –7.

52. Хопт = (0; 0; 1; 1/2; 0; 0),
Zmах = –6.

53. Хопт = (0; 1; 2; 0),
Zmin = –5.

54. Хопт = (0; 14; 3; 0; 0),
Zmin = –11.

55. Хопт = (18; 0; 23; 25),
Zmах = 157.

56. Хопт = (7; 2; 0; 0),
Zmах = 21.

57. Хопт = (2; 7; 4),
Zmin = –17.

58. Хопт = (0; 15; 15; 45), Zmах = 180 ден. ед., не единственное решение.

59. Хопт = (280; 540; 120),
Zmах = 1620 ден. ед.

60. Хопт = (50 000; 0; 50 000),
Zmах = 18 000 ден.ед..

61. Хопт = (7 000; 1 000; 2 000),
Zmах = 45 000 ден.ед.

62. Хопт = (80; 130; 20),
Zmах = 2320 ден. ед.

64. Хопт = (0; 4; 0; 1; 4), Zmin = 2, не единственное решение.

65. Хопт = (4; 9; 13; 0; 0),
Zmах = 23.

66. Хопт = (2; 0; 1; 9; 0),
Zmin = –23.

67. Хопт = (2; 2),
Zmin = –6.

68. Хопт = (5; 3),
Zmах = 28.

69. Хопт = (4; 3; 0; 4; 0),
Zmin = –3.

70. Хопт = (5; 4; 0; 12; 0),
Zmах = 6.

71. Хопт = (18; 0; 1; 0; 0; 10),
Zmах = 42.

72. Хопт = (1; 0; 2),
Zmin = –1.

73. Хопт = (6; 1; 6),
Zmin = –8.

74. Хопт = (1; 1; 7),
Zmin = 6,65 ден. ед.

75. Хопт = (0; 55; 50; 10),
Zmin = 770 ден. ед.

76.
1) Хопт = (30; 129; 10 000),
Zmах = 1675 ден.ед.


2) Хопт = (30; 40; 1 100),
Zmах = 1120.

77. Хопт = (200; 0; 1 400; 1 200),
Zmах = 11 400 ден. ед.

79. Хопт = (4; 0; 2; 0; 4),
Zmin = –10.

80. Хопт = (2; 1; 0; 0; 4),  Zmin = 1, не единственное решение.

81. Хопт = (9/2; 0; 1/2),
Zmin = –13/2.

82. Хопт = (0; 1/3; 8/3),
Zmin = 28.

83. Хопт = (3; 2),
Zmах = 8.

84. Хопт = (1; 2),
Zmах = –2.

85. Хопт = (0; 7/3; 1/3; 0),
Zmin = –13/3.

86. Хопт = (4; 0; 2),  Zmax = 14, не единственное решение.

87. Хопт = (0; 0; 3; 1),
Zmin = 9.

88. Хопт = (4; 0; 0),
Zmin = 4.

89. Хопт = (4; 1; 9),
Zmах = 2.

90. Хопт = (200 000; 50 000; 125 000; 125 000),
Zmах = 76 000 $.

91. Хопт = (108; 324; 648),
Zmах = 2 376 ден. ед.

92. Хопт = (200; 10; 50; 40),  Zmax = 1 920 000 ден. ед., не единственное реше-
ние.

Глава 4.

106. Хопт = (1; 0; 2; 0; 1),
Yопт = (3; 4; 1),
Zmах = fmin = 9.

107. Хопт = (0; 1/3; 0; 11/3; 4; 0),
Yопт = (–19/3; –11/3; –1/3),
Zmin = fmax = –46/3.

108. Хопт = (3/2; 9/2; 0),
Yопт = (0; 1/2; 3/2; 0),
Zmin = fmax = 21/2.

109. Хопт = (9/2; 0; 1/2),
Yопт = (3/2; 7/2; 0),
Zmin = fmax = 23/2.

110. Хопт = (17/5; 0; 8/5),
Yопт = (22/5; 0; 2/5; 0),
Zmin = fmax = 116/5.

111. Хопт = (7; 4; 9; 0; 0),
Yопт = (–1; 3; 4),
Zmах = fmin = 23.

112. Хопт = (3; 0; 0; 1/2),
Yопт = (2,5; 0,75),
Zmах = fmin = –14,5.

113. Хопт = (1; 2; 0),
Yопт = (4; 3),
Zmin = fmax = 10.

114. Хопт = (1/2; 0; 3/2),
Yопт = (6; 3),
Zmах = fmin = 6.

115. Хопт = (2; 1; 0),
Yопт = (4; 2),
Zmах = fmin = 20.

Глава 5.

117. Хопт = (5; 4; 6; 0; 0),
Zmin = –7.

118. Хопт = (3; 6; 0; 0; 5),
Zmах = 2.

119. Хопт = (5; 0; 1),
Zmin = –5.

120. Хопт = (7; 4; 9; 0; 0),
Zmах = 23.

121. Хопт = (3; 5; 5; 5; 0; 0),
Zmах = 18.

122. Хопт = (4; 3),
Zmin = –10.

123. Хопт = (3; 5),
Zmах = 21.

124. Хопт = (4; 6),
Zmах = –22.

125. Хопт = (2; 3; 0),
Zmin = 11.

126. Хопт = (20; 0; 40),
Zmin = 680 ден. ед.

Глава 6.
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130. 
[image: image612.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

10

0

30

60

0

0

0

80

0

0

10

40

X

опт

;  Zmin = 430 ден. ед., не единственное решение.

131. 
[image: image613.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

0

0

110

100

300

0

60

0

30

X

опт

;  Zmin = 1370 ден. ед., не единственное реше-
ние.

132. 
[image: image614.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

0

30

20

30

100

20

0

0

0

0

50

0

X

опт

;  Zmin = 1150 ден. ед.

133. 
[image: image615.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

0

10

0

20

0

20

0

20

0

0

10

10

X

опт

;
Zmin = 160 ден. ед.

134.
Если стоимость С21 перевозки со второго филиала в город А больше 
2 ден. ед., то  
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Если С21 < 2 ден. ед., то 
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Если С21 = 2, то есть несколько решений, в частности,    
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Zmin = 130 ден. ед.
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Zmin = 440 ден. ед., не единственное решение.
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Zmin = 25 ден. ед., не единственное решение.
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Zmin = 2070 ден. ед., не единственное 
решение.
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Zmin = 380 ден. ед.
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Zmax = 323 м3  за 1 час, решение не единственное.
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Zmax = 525 000 ккал, решение не единственное.

Глава 7.

155. Хопт = (1; 2),  Zmax = 1.

156. Хопт = (4; 5),  Zmax = 14.

157. Хопт = (4; 0),  Zmax = 360 ден.ед.

158. Хопт = (8; 2),  Zmin = 49 ден.ед./час.

159. Хопт = (0; 2; 4; 2),  Zmax = 0.

160. Хопт = (3; 1; 1; 0; 0),  Zmin = 5.

161. Хопт = (0; 1; 2; 14),  Zmax = 42.

162. Хопт = (1; 2; 2; 0),  Zmax = 7.

163. Хопт = (0; 0; 11; 3; 1),  Zmax = 24.

164. Хопт = (9; 4; 0; 1; 32),  Zmax = 35.

165. Хопт = (2; 5),  Zmax = 38 тыс. ед. продукции за смену.

166. Несколько решений, одно из них  Хопт = (0; 2; 3),  Zmax = 13 ден. ед.

167. Несколько решений, одно из них  Хопт = (2; 17; 0),  Zmin = 19 листов.

168. Несколько решений, одно из них  Хопт = (0; 30; 6),  Zmin = 36 листов.

Глава 8.

170. Xmin = (1; 2),
Zmin = –1/10;
Xmax = (6; 1),
Zmax = 1.

171. Xmin = (4; 0),
Zmin = –5;
Xmax = (1; 1),
Zmax = –4/3.

172. Xmin = (3; 2),
Zmin = 2;
max на отрезке АВ, где А(0; 1), В(0; 4), Zmax = 8.

173. Xmin = (1; 3),
Zmin = 1/4;
max на отрезке АВ, где А(2; 0), В(5; 0), Zmax = 4.

174. Xmin = (1; 5),
Zmin = –1/2;
Xmax = (5; 1),
Zmax = 3/2.

175. Xmin = (2; 3),
Zmin = 3/5;
Xmax = (4; 1),
Zmax = 11/5.

176. Xmin = (3; 1),
Zmin = 4;
Xmax = (2; 8),
Zmax = 6,2.

177. Xmin = (2; 3),
Zmin = 11/7;
Xmax = (9/2; 1),
Zmax = 19/10.

178. Xmin = (1; 2),
Zmin = 5/4;
Xmax = (3; 2),
Zmax = 5/2.

179. Xmin = (4; 1),
Zmin = 4/3;
Xmax = (1; 2),
Zmax = 8.

180. Xmin = (3; 0),
Zmin = –4/5;
Xmax = (7; 2),
Zmax = 6/17.

181. Xmin = (0; 0),
Zmin = –3;
Xmax = (4; 2),
Zmax = 11/7.

182. Xmin = (30; 20),
Zmin = 7,6 ден. ед./метр.

183. Xmin = (40; 60),
Zmin = 2,4 ден. ед.

184. Xmax = (160; 40),
Zmax = 0,24.

185. Xmax = (80; 10),
Zmax = 0,29.

187. Xmin = (0; 0; 8; 9),
Zmin = –1;
Xmax = (3; 0; 11; 0),
Zmax = 20/7.

188. Хопт = (0; 3; 5; 0),
Zmax = 3.

189. Хопт = (2; 3; 0; 0),
Zmax = 4/9.

190. Хопт = (2; 0; 0; 2),
Zmax = 4/3.

191. Хопт = (4; 0; 0; 0; 3),
Zmax = 4.

192. Xmin = (0; 1; 0; 6),
Zmin = –3;
Xmax = (3; 4; 0; 0),
Zmax = 0.
Глава 9.

194. Xmin = (1; 2),
Zmin = 5;
Xmax = (1; 5),
Zmax = 26.

195. Xmin = (1; 1),
Zmin = 2;
Xmax = (3; 6),
Zmax = 45.

196. Xmin = (2; 1),
Zmin = 4;
Xmax = (6; 1),
Zmax = 36.

197. Xmin = (2; 1),
Zmin = 1;
Xmax = (1; 5),
Zmax = 26.

198. Xmin = (2; 2),
Zmin = 1;
Xmax = (1; 2),
Zmax = 4.

199. Xmin = (2; 5),
Zmin = 1;
Xmax = (4; 2),
Zmax = 20.

200. Xmin = (2; 3),
Zmin = 0;
Xmax = (9; 0),
Zmax = 58.

201. Xmin = (1; 2),
Zmin = 0;
Xmax = (4; 3),
Zmax = 10.

202. Xmin = (2; 3),
Zmin = 0;
X(1)max = (1; 5),
Х(2)max = (4; 2),    Zmax = 5.

203. Xmin = (4; 2),
Zmin = 4;
X(1)max = (1; 5),
Х(2)max = (7; 5),   Zmax = 34.

204. Xmin = (4; 4),
Zmin = 2;
Xmax = (2; 1),
Zmax = 25.

205. Xmin = (1; 1),
Zmin = 2;
Xmax = (6; 0),
Zmax = 36.

206. Xmin = (0; 2),
Zmin = 4;
Xmax = (2; 6),
Zmax = 40.

207. X(1)min = (1; 4),
 X(2)min = (4; 1),
Zmin = 17;
 Xmax = (8; 0,5),    Zmax = 64,25.

208. Xmin = (0; 0),
Zmin = 0;
Xmax = (4; 2),
Zmax = 10.

209. Хопт = (1; 2),
Zmin = 2.

210. 
а) Хопт = (30; 30),
Zmax = 2900 ден. ед.;


б) Хопт = (40; 10),
Zmax = 1700 ден. ед.;


в) Хопт = (12; 36),
Zmax = 3840 ден. ед.;

211.
а) Хопт = (60; 40),
Zmax = 11 600 ден. ед.;


б) Хопт = (20; 50),
Zmax = 4 900 ден. ед.;


в) Хопт = (40; 20),
Zmax = 2 000 ден. ед.;


г) Хопт = (50; 20),
Zmax = 3 500 ден. ед.;


д) Хопт = (10; 50),
Zmax = 2 100 ден. ед.

212. Хопт = (16; 32),     Zmax = 128 ден. ед.

213. Хопт = (6; 3),
Zmax = 60.

215. Хопт = (2; 1),
Zmin = –2.

216. Хопт = (2; 4),
Zmin = –8.

217. Хопт = (1; 1),
Zmax = 1.

218. Хопт = (0; 1),
Zmax = 1.

219. Хопт = (–1; –1; 3),
Zmin = –12.

220. Хопт = (1; 4; –1),
Zmin = –9.

221. Хопт = (4; 1; 2),

Zmax = 10.

222. Хопт = (2; 4; 8),

Zmax = 40.

223. Хопт = (0; 0; 0),

Zmin = 3.

225. Хопт = (1; 1),

Zmin = 1.

226. Хопт = (3; 4),

Zmin = 2.

227. Хопт = (1; 1),

Zmin = 3е.

228. Хопт = (2; 2),

Zmin = 12.

229. Хопт = (2; 2; 2),

Zmin = 12.

230. Хопт = (1; 1; 1),

Zmin = 3е.

231. Хопт = (1; 2; 1),

Zmin = 5.
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71. ОБЩАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО программирования. Построение математических моделей простейших экономических задач


273.1. Симплексный метод с естественным базисом


353.2. Решение задач симплексным методом с предварительным построением допустимого базисного решения


413.3. Симплексный метод с искусственным базисом


524. Теория двойственности в линейном программировании


524.1. Правила построения двойственных задач


574.2. Теоремы двойственности и их применение


675. Двойственный симплексный метод


736. транспортная задача


736.1. Постановка задачи. Методы построения начального 
опорного плана


756.2. Метод  потенциалов


856.3. Открытая модель транспортной задачи


916.4. Задачи транспортного типа


937. целочисленное программирование.  метод гомори


1008. Дробно-линейное программирование


1008.1. Графический метод


1098.2. Сведение задачи дробно-линейного программирования к задаче линейного программирования


1149. элементы нелинейного программирования


1149.1. Особенности задач нелинейного программирования


1149.2. Графический метод


1219.3. Экстремальные задачи без ограничений


1239.4. Метод множителей Лагранжа
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